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第一章 随机事件与概率

1.1 随机事件及其运算

1.1.1 随机现象、样本空间与随机事件

随机现象具有两项基本特征：其结果不能预先完全确定，但对其发生规律可以用概率加以描述。历史上，

Hilbert 在 1900 年提出的第六问题涉及概率与物理的公理化；20 世纪 30 年代 Kolmogorov 建立了现代概率

论的公理体系。

定义：样本空间

随机试验所有可能结果的集合称为样本空间，记为 Ω；其中的元素称为样本点，常记为 ω。

例：样本空间

1. 抛一枚硬币：Ω = {正,反}；

2. 掷一枚骰子：Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}；

3. 测量某物理量：可取 Ω = R。

样本空间的某些子集称为随机事件。事件发生，指实际出现的样本点落入该子集。若 Ω 有限或可数，常

可把 Ω 的所有子集都作为事件；若 Ω = R 或 Rn，则不能不加限制地把所有子集都作为可测事件。

1.1.2 事件间的关系与运算

设 A,B ⊆ Ω。

1. A ⊆ B：事件 A 发生必然导致 B 发生；

2. A ⊆ B 且 B ⊆ A 当且仅当 A = B；

3. A ∩B = ∅：A,B 互不相容；

4. A ∪B：A,B 至少一个发生；

5. A ∩B：A,B 同时发生；

6. Ac = Ω \A：A 的对立事件，且 A ∩Ac = ∅；

7.
⋃

n≥1An = {ω : ∃n, ω ∈ An}；

8.
⋂

n≥1An = {ω : ∀n, ω ∈ An}；

9. A \B = {ω ∈ A : ω /∈ B} = A ∩Bc；

10. A4B = (A \B) ∪ (B \A)，表示二者恰有一个发生。
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概率论与数理统计 第一章 随机事件与概率

A B

Ω

A ∪B

A B

Ω

A ∩B

图：事件的并与交

De Morgan 律为

(A ∪B)c = Ac ∩Bc, (A ∩B)c = Ac ∪Bc,

以及可数形式 ( ∞⋃
n=1

An

)c

=

∞⋂
n=1

Ac
n,

( ∞⋂
n=1

An

)c

=

∞⋃
n=1

Ac
n.

1.1.3 事件域与 Borel 集

定义：σ-代数

设 F ⊆ P(Ω)。若

Ω ∈ F , A ∈ F ⇒ Ac ∈ F , A1, A2, . . . ∈ F ⇒
∞⋃

n=1

An ∈ F ,

则称 F 为 Ω 上的事件域或 σ-代数，F 中的元素称为事件。

由补集与可数并封闭可推出：F 对可数交、差与对称差也封闭。应注意 σ-代数要求的是可数封闭，不是

对任意不可数运算封闭。

当 Ω = R 时，通常取包含所有开区间（等价地，包含所有 (−∞, a)）的最小 σ-代数，称为 Borel σ-代
数 B(R)。从半无限区间可以依次构造

[a,∞) = (−∞, a)c,

[a, b) = [a,∞) ∩ (−∞, b),

[a, b] =

∞⋂
n=1

(a− 1
n , b+

1
n ),

{b} = [a, b] \ [a, b),

(a, b) = [a, b] \ {a, b}.

说明：为何不能取所有子集

在 [0, 1] 上若把可数个互不相交的区间平移后要求同时满足平移不变性和可数可加性，会导向不可测集

问题。Cantor 集虽长度为 0 且与 R 等势，仍是 Borel 集；真正的障碍来自选择公理下构造的不可测集。

这也是实数样本空间上需指定 σ-代数的原因。
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第一章 随机事件与概率 概率论与数理统计

1.2 概率的定义及其确定方法

1.2.1 概率的公理化定义

定义：概率空间

在可测空间 (Ω,F) 上，若映射

P : F → R, A 7→ P(A)

满足

P(A) ≥ 0, P(Ω) = 1,

以及对两两互不相容的 A1, A2, . . . ∈ F，

P

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P(An),

则称 (Ω,F ,P) 为概率空间。

由公理立即得到

P(∅) = 0, P(A) + P(Ac) = 1, 0 ≤ P(A) ≤ 1.

例如取 A1 = Ω, A2 = A3 = · · · = ∅ 可得 P(∅) = 0；取 A1 = A,A2 = Ac 可得补事件公式。

推导：由可数可加性推出基本性质

取 A1 = Ω，An = ∅ (n ≥ 2)，由两两不相容性，

1 = P(Ω) = P(Ω) +
∞∑

n=2

P(∅),

故 P(∅) = 0。再将 Ω = A ∪̇Ac 分解为不相交并，得到

1 = P(Ω) = P(A) + P(Ac).

若 A ⊆ B，则 B = A ∪̇ (B \A)，所以

P(B)− P(A) = P(B \A) ≥ 0.

说明：概率空间三要素

Ω 描述所有可能结果；F 指定哪些集合可作为事件；P 给这些事件赋予概率。离散有限情形常取 F =

P(Ω)；在 Ω = R 时常取 F = B(R)。概率 P 还需根据具体模型确定。

1.2.2 等可能模型与频率思想

若 Ω = {ω1, . . . , ωn} 且各样本点等可能，则

P({ωi}) =
1

n
, P(A) =

card(A)
card(Ω) .

频率方法以“频率趋于概率”为基础：在大量重复试验中，以事件 A 的发生频率 nA/n 逼近 P(A)。

例：有放回抽样

袋中有 N 个球，其中 n 个红球。每次有放回地抽取，共抽 k 次。令 A 为恰有 ℓ 次抽到红球，则

card(Ω) = Nk, card(A) =
(
k

ℓ

)
nℓ(N − n)k−ℓ,
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概率论与数理统计 第一章 随机事件与概率

故令 p = n/N，

P(A) =
(
k

ℓ

)
pℓ(1− p)k−ℓ.

这与 k 次 Bernoulli 试验中成功 ℓ 次的概率一致。

例：无放回抽样与超几何分布

仍有 N 个球，其中 n 个红球，不放回抽取 k 次。恰有 ℓ 个红球的概率为

P(A) =
(
n
ℓ

)(
N−n
k−ℓ

)(
N
k

) .

若保留抽取次序，则分子分母同时乘以 k!，结果不变。对所有可行 ℓ 求和可得 Vandermonde 恒等式(
N

k

)
=
∑
ℓ

(
n

ℓ

)(
N − n

k − ℓ

)
.

推导：无放回抽样的计数

若先忽略顺序，所有 k 元样本共有
(
N
k

)
种。恰取到 ℓ 个红球时，须从 n 个红球中选 ℓ 个，再从 N − n

个白球中选 k − ℓ 个，因此

#A =

(
n

ℓ

)(
N − n

k − ℓ

)
, P(A) =

#A
#Ω

.

若改用有序样本，则分子、分母同时乘以 k!，概率不变。对所有可行 ℓ 求和，因这些事件构成样本空间

的分割， ∑
ℓ

(
n

ℓ

)(
N − n

k − ℓ

)
=

(
N

k

)
.

例：Bernoulli 试验

单次试验只有“成功/失败”，成功概率为 p，失败概率为 1− p。独立重复 k 次，成功 ℓ 次的概率为(
k

ℓ

)
pℓ(1− p)k−ℓ.

1.2.3 几何概率

当样本点在区域 Ω 中均匀分布，可用长度、面积或体积 m 定义

P(A) =
m(A)

m(Ω)
.

例：Buffon 投针

平面上有间距 d 的平行线，随机投下一根长度 ℓ < d 的针。以针中心到最近平行线的距离 y ∈ [0, d/2]

和针与平行线夹角 θ ∈ [0, π] 参数化。相交条件为 y ≤ (ℓ/2) sin θ，故

P(相交) =

∫ π

0
(ℓ/2) sin θ dθ
π(d/2)

=
2ℓ

πd
.
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第一章 随机事件与概率 概率论与数理统计

C
y

θ

d

图：Buffon 投针的参数 y 与 θ

例：公平硬币的几何直觉

若硬币近似圆柱，直径 D、厚度 T，随机落地时“立边”与“正反面”的临界角满足 tan θ = T/D。例如取

θ = π/3，可得 T = D/
√
3 作为一种几何平衡条件。

例：Bertrand 弦悖论

圆中“随机作一条弦”，求弦长大于内接等边三角形边长的概率。不同的“随机”机制给出不同答案：

1

2
(随机中点距圆心),

1

3
(随机端点/随机角),

1

4
(另一种中点取法).

这说明几何概率必须明确样本空间上的测度，“等可能”不能脱离随机化机制。

随机中点 随机端点 随机半径上的截点

图：Bertrand 弦悖论中的三种随机化机制

1.3 概率的性质

1.3.1 单调性、加法公式与包含排斥

若 A ⊆ B，则

P(A) ≤ P(B),

因为 B = A ∪ (B \A) 且两部分不相容。一般地，

P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

对有限多个事件，

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=
∑
i

P(Ai)−
∑
i<j

P(Ai ∩Aj) +
∑

i<j<k

P(Ai ∩Aj ∩Ak)− · · · .

例：最大编号问题

有编号 1, . . . , n 的球，有放回抽取 m 次。令 Ak 为最大编号恰为 k，Bk 为最大编号不超过 k。则

P(Bk) =

(
k

n

)m

, P(Ak) = P(Bk)− P(Bk−1) =

(
k

n

)m

−
(
k − 1

n

)m

.

等价地也可把 Ak 分解为编号 k 出现 ℓ = 1, . . . ,m 次并使用二项式定理。
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概率论与数理统计 第一章 随机事件与概率

例：错排与秘书问题

把 n 封信随机装入 n 个信封。令 Ai 为第 i 封信装入正确的信封，则“全部错排”的概率为

P

(
n⋂

i=1

Ac
i

)
= 1− P

(
n⋃

i=1

Ai

)

= 1− 1

1!
+

1

2!
− · · ·+ (−1)n

n!
−→ e−1.

1.3.2 概率的连续性

结论：连续性

若 A1 ⊇ A2 ⊇ · · ·，则

lim
n→∞

P(An) = P

( ∞⋂
n=1

An

)
.

若 A1 ⊆ A2 ⊆ · · ·，则

lim
n→∞

P(An) = P

( ∞⋃
n=1

An

)
.

这与分析中连续函数“极限可交换”的形式相似。

1.4 条件概率

1.4.1 条件概率的定义

定义：条件概率

若 P(B) > 0，则在事件 B 已发生的条件下 A 的概率定义为

P(A | B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

在等可能模型中，它等于 m(A ∩B)/m(B)。固定 B 后，(Ω,F ,P( · | B))（或把样本空间缩为 B）仍构

成概率空间。

例：两个孩子

已知一家有两个孩子。

1. 若已知“至少一个是男孩”，在 {bb, bg, gb, gg} 等可能模型中，两个都是男孩的条件概率为 1/3；

2. 若已知“老大是男孩”，可能结果仅有 {bb, bg}，概率为 1/2；

3. 若加入“某个孩子是星期二出生的男孩”等筛选条件，条件事件本身发生机制必须说明，否则答案

会依赖信息的获得方式。可以用 196 个等可能的“性别 × 生日”组合说明了这一点。

例：三门问题

奖品随机放在三扇门后，选手先选一扇门，主持人知道奖品位置并打开另一扇必为空门，再允许选手换

门。主持人的开门规则携带信息；保持原选的胜率为 1/3，换门胜率为 2/3。不能把主持人打开后剩余

两门简单看成各 1/2。
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第一章 随机事件与概率 概率论与数理统计

1.4.2 乘法公式与全概率公式

乘法公式：

P(A ∩B) = P(B)P(A | B) = P(A)P(B | A).

若 B1, . . . , Bn 两两不相容、
⋃n

k=1Bk = Ω，则称其为 Ω 的一个分割，且

A =

n⋃
k=1

(A ∩Bk), P(A) =
n∑

k=1

P(Bk)P(A | Bk).

B1 B2 B3 B4

A

Ω

图：分割 B1, . . . , Bn 与事件 A 的交

推导：全概率公式

因为 B1, . . . , Bn 构成分割，

A = A ∩ Ω = A ∩

(
n⋃

k=1

Bk

)
=

n⋃
k=1

(A ∩Bk),

且右侧各项互不相容。由有限可加性和乘法公式，

P(A) =
n∑

k=1

P(A ∩Bk) =

n∑
k=1

P(Bk)P(A | Bk).

例：敏感问题的随机化回答

为保护隐私，受访者先抛一枚成功概率为 s 的随机装置：成功则如实回答敏感问题，失败则对一个已知

答案概率为 1/2 的无关问题作答。若总体“是”的回答比例为 k/n，敏感问题真实比例 x 满足

k

n
= sx+ (1− s)

1

2
, x =

k
n − 1−s

2

s
.

例：分层抽样

把全国人口按地域、年龄、性别、学历等分层为 B1, . . . , Bn。总体某特征 A 的比例为

P(A) =
n∑

k=1

P(Bk)P(A | Bk),

其中 P(Bk) 是该层在人口中的权重，P(A | Bk) 是层内比例。

1.4.3 Bayes 公式

结论：Bayes 公式

若 B1, . . . , Bn 构成分割，且 P(A) > 0，则

P(Bk | A) = P(Bk)P(A | Bk)∑n
ℓ=1 P(Bℓ)P(A | Bℓ)

.

P(Bk) 称为先验概率，P(Bk | A) 称为后验概率。
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概率论与数理统计 第一章 随机事件与概率

推导：从乘法公式到 Bayes 公式

同一个联合事件可按两个方向分解：

P(A ∩Bk) = P(Bk)P(A | Bk) = P(A)P(Bk | A).

于是

P(Bk | A) = P(Bk)P(A | Bk)

P(A)
.

再将分母 P(A) 用全概率公式展开，即得到 Bayes 公式。

例：医学检验与基础率

某病患病率为 0.0004。检测对患病者阳性的灵敏度为 0.99，对未患病者阳性的假阳性率为 0.001（实际

数值应以具体检测模型为准）。若检测阳性，

P(患病 | 阳性) =
P(患病)P(阳性 | 患病)

P(患病)P(阳性 | 患病) + P(未患病)P(阳性 | 未患病)
.

极低的先验患病率会使一次阳性后的患病概率远低于直觉。连续两次独立检测阳性时，第一次后验可作

为第二次的先验，后验概率会显著提高。

1.5 独立性

1.5.1 两个事件的独立性

定义：独立事件

若

P(A ∩B) = P(A)P(B),

则称 A 与 B 相互独立。若 P(B) > 0，这等价于 P(A | B) = P(A)。

可在乘积空间

(Ω1,F1,P1)× (Ω2,F2,P2)

中理解独立性：对 A ∈ F1, B ∈ F2，规定

P(A×B) = P1(A)P2(B).

Ω1

Ω2

A

B A×B

图：乘积空间中的矩形事件 A×B

若 A,B 独立，则 Ac 与 B、A 与 Bc、Ac 与 Bc 均独立。另一方面，事件通常不与自身独立：

P(A ∩A) = P(A) 6= P(A)2,
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第一章 随机事件与概率 概率论与数理统计

除非 P(A) ∈ {0, 1}。互不相容也不等于独立；若 A ∩B = ∅ 且 P(A),P(B) > 0，则二者不独立。

1.5.2 多个事件的相互独立

定义：相互独立

事件 A1, . . . , An 相互独立，是指对任意 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n，

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik) =

k∏
j=1

P(Aij ).

只验证两两独立并不足以推出相互独立。

例：两次抛硬币：两两独立但不相互独立

令 A 为第一次正面，B 为第二次正面，C 为两次结果相同。在 Ω = {HH,HT, TH, TT} 中，

P(A ∩B) = P(A ∩ C) = P(B ∩ C) = 1

4
,

而各事件概率均为 1/2，所以任意两事件独立；但

P(A ∩B ∩ C) = 1

4
6= 1

8
,

故三者不相互独立。

例：整除事件

在 Ω = {1, . . . , N} 上均匀取数，令 A = {2 | ω}，B = {3 | ω}。当 N = 6 时，

P(A) =
1

2
, P(B) =

1

3
, P(A ∩B) =

1

6
,

二者独立；当 N = 10 时，

P(A) =
1

2
, P(B) =

3

10
, P(A ∩B) =

1

10
,

二者不独立。独立性依赖整个概率模型，而不只是事件的文字描述。

例：几何分布的等待时间

每次抽卡成功率为 p，独立重复。首次成功恰在第 k 次的概率

pk = (1− p)k−1p,

在前 k 次内成功的概率

qk =

k∑
i=1

pi = 1− (1− p)k.

例如，某些参数下可得到 q99 ≈ 0.950144、q198 ≈ 0.751142、q398 ≈ 0.900149，用于提醒应按具体 p 与

抽数代入，并区分“第 k 次首次成功”和“前 k 次至少一次成功”。
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第二章 随机变量及其分布

2.1 随机变量及其分布

2.1.1 随机变量的概念

定义：随机变量

在概率空间 (Ω,F ,P) 上，函数 X : Ω → R 若满足对每个 x ∈ R，

{ω : X(ω) ≤ x} ∈ F ,

则称 X 为随机变量。该条件保证所有阈值事件都有定义良好的概率。

定义：分布函数

随机变量 X 的分布函数定义为

FX(x) = P(X ≤ x), x ∈ R.

若 X 的分布函数为 F，记作 X ∼ F。

例：两次抛硬币

令 X 为正面出现次数。若 Ω = {HH,HT, TH, TT} 等可能，则

X(HH) = 2, X(HT ) = X(TH) = 1, X(TT ) = 0,

从而

FX(x) =



0, x < 0,

1
4 , 0 ≤ x < 1,

3
4 , 1 ≤ x < 2,

1, x ≥ 2.

2.1.2 分布函数的性质
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第二章 随机变量及其分布 概率论与数理统计

结论：分布函数的刻画

任一分布函数 F 满足：

1. 0 ≤ F (x) ≤ 1；

2. F 单调不减；

3. F 右连续：limt↓x F (t) = F (x)；

4. limx→−∞ F (x) = 0，limx→+∞ F (x) = 1。

反之，满足以上性质的函数必是某个随机变量的分布函数。

区间概率需注意端点：

P(a < X ≤ b) = F (b)− F (a), P(a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a−),

其中 F (a−) = limx↑a F (x)，且

P(X = a) = F (a)− F (a−).

2.1.3 离散型与连续型随机变量

若 X 只取有限或可数个值 x1, x2, . . .，称其为离散型随机变量。记

pk = P(X = xk), pk ≥ 0,
∑
k

pk = 1,

则

FX(x) =
∑

k:xk≤x

pk.

离散型分布函数是阶梯函数，但其跳点可以无限多个、甚至稠密。

若存在非负可积函数 p(x) 使

FX(x) =

∫ x

−∞
p(t) dt,

∫ ∞

−∞
p(x) dx = 1,

则称 X 为连续型随机变量，p 为概率密度函数（p.d.f.）。此时 F ′
X(x) = p(x) 在几乎处处成立，并且单点概

率 P(X = x) = 0。但“概率为 0”不代表事件逻辑上不可能；“概率为 1”也不等于逻辑上必然。

例：区间均匀分布

若样本在 [a, b] 上均匀，且 X(ω) = ω，则

FX(x) =


0, x < a,
x− a

b− a
, a ≤ x < b,

1, x ≥ b,

pX(x) =


1

b− a
, a < x < b,

0, 其他.

端点取值不影响连续型分布。

例：Cauchy 分布

p(x) =
1

π(1 + x2)
, F (x) =

1

2
+

1

π
arctanx.

它是合法密度，但
∫
|x|p(x) dx = ∞，故数学期望不存在。
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概率论与数理统计 第二章 随机变量及其分布

例：Wigner 半圆律

p(x) =


1

2π

√
4− x2, |x| ≤ 2,

0, |x| > 2.

以随机实对称矩阵 A = AT（非对角元素取 ±1）为例：适当归一化后的特征值经验分布在维数趋于无穷

时趋近半圆律。

例：Cantor 随机变量

独立抛硬币无穷次，令 Yn ∈ {0, 1}，并定义

X =

∞∑
n=1

2Yn
3n

.

X 的值域是 Cantor 集。其分布函数是 Cantor 魔鬼阶梯：连续但不绝对连续，且 F ′(x) = 0 几乎处处，

因此不存在密度 p 使 F (x) =
∫ x

−∞ p(t) dt。这说明随机变量不必是离散型或连续型。

x

F (x)

离散型

x

F (x)

连续型

x

F (x)

奇异连续型

图：三类典型分布函数的形状

2.2 随机变量的数学期望

2.2.1 期望的定义

定义：数学期望

若 X 为离散型，取值 xk、概率 pk，且
∑

k |xk|pk <∞，则

EX =
∑
k

xkpk.

若 X 为连续型，密度为 p(x)，且
∫
R |x|p(x) dx <∞，则

EX =

∫
R
xp(x) dx.

一般地可统一写为 Riemann–Stieltjes 积分

EX =

∫
R
x dFX(x).

期望描述长期平均，但不是样本空间中“必定出现”的数，也不必是随机变量的某个可能取值。
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例：分赌本问题

甲乙约定先赢三局者得 100 元，已知甲乙单局胜率之比为 2 : 1。比赛中断时，应按当前状态下双方最终

获胜的条件概率分配赌本，而不是简单按已赢局数分配。可以把尚余的可能序列 ω1, ω2, ω3 作为样本空

间，按各序列概率计算最终收益 X，再以

EX =
∑
k

P(ωk)X(ωk)

求公平分配。这是 Pascal 与 Fermat 讨论的经典期望思想。

2.2.2 期望的存在性与性质

Cauchy 分布说明密度存在并不保证期望存在。另一个离散例子是：

P(X = 2n) = 2−n, n = 1, 2, . . . ,

虽然概率和为 1，但

EX =

∞∑
n=1

2n2−n = ∞.

结论：期望的线性

若相应期望存在，则

E(c) = c, E(aX) = aEX, E(X + Y ) = EX + EY.

线性不要求 X,Y 独立。

例：最大编号的期望

从 1, . . . , n 中不放回抽取 m 个数，令 X 为最大编号。则对 k = m, . . . , n，

P(X = k) =

(
k−1
m−1

)(
n
m

) ,

于是

EX =
1(
n
m

) n∑
k=m

k

(
k − 1

m− 1

)

=
m(
n
m

) n∑
k=m

(
k

m

)
=
m(n+ 1)

m+ 1
.

因此由观测最大编号 k 可得到总体大小的矩估计形式 n̂ = m+1
m k − 1。

推导：最大编号分布的来源

要使最大编号等于 k，抽出的 m 个数中必须包含 k，其余 m− 1 个数只能从 1, . . . , k − 1 中选择。因此

#{X = k} =

(
k − 1

m− 1

)
, P(X = k) =

(
k−1
m−1

)(
n
m

) .

再利用

k

(
k − 1

m− 1

)
= m

(
k

m

)
,

n∑
k=m

(
k

m

)
=

(
n+ 1

m+ 1

)
,

便得到 EX = m(n+ 1)/(m+ 1)。
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例：St. Petersburg 悖论

连续抛公平硬币，首次正面出现在第 n 次时收益为 2n，故

P(X = 2n) = 2−n, EX = ∞.

但现实参与者不会支付无限入场费。Bernoulli 以凹效用函数 u(w) 解释风险厌恶，考察

E[u(W − C +X)] ≥ u(W )

来决定可接受费用 C；例如可取 u(w) = logw。该例说明财富的边际效用递减。

2.3 随机变量的方差与标准差

定义：方差与标准差

Var(X) = E
[
(X − EX)2

]
, σ(X) =

√
Var(X).

标准差与 X 具有相同量纲，方差则具有平方量纲。

结论：方差的性质

Var(X) = E(X2)− (EX)2,

Var(aX + b) = a2 Var(X),

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2E(XY )− 2EX EY.

若 X = c 几乎处处，则 Var(X) = 0；反之，若 Var(X) = 0，则 X = EX 几乎处处。

最后一个反向结论可由 Chebyshev 不等式推出：令 a = EX，对每个 ε > 0，

P(|X − a| ≥ ε) ≤ Var(X)

ε2
= 0.

再用

{X 6= a} =

∞⋃
n=1

{|X − a| ≥ 1/n}

得到 P(X = a) = 1。

结论：Chebyshev 不等式

若 EX 和 Var(X) 存在，则对 ε > 0，

P(|X − EX| ≥ ε) ≤ Var(X)

ε2
.

证明只用到在集合 |x− a| ≥ ε 上 (x− a)2/ε2 ≥ 1：

P(|X − a| ≥ ε) =

∫
|x−a|≥ε

p(x) dx

≤
∫
|x−a|≥ε

(x− a)2

ε2
p(x) dx

≤ 1

ε2

∫
R
(x− a)2p(x) dx.

取 a = EX 即得结论。更一般地，

E[(X − a)2] = Var(X) + (a− EX)2,

所以均方误差在 a = EX 时最小，最小值为 Var(X)。
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2.4 常用离散分布

2.4.1 二项分布

在 n 重独立 Bernoulli 试验中，每次成功概率为 p，令 X 为成功次数，则

P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, . . . , n,

记作 X ∼ Bin(n, p)。二项式定理保证概率和为 1。

利用恒等式

k

(
n

k

)
= n

(
n− 1

k − 1

)
可得

EX = np.

再由 k2 = k(k − 1) + k，

EX2 = n(n− 1)p2 + np,

故

Var(X) = np(1− p).

推导：二项分布的前两阶矩

EX =

n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= np

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
pk−1(1− p)(n−1)−(k−1) = np.

同理，先算阶乘矩：

E[X(X − 1)] = n(n− 1)p2.

因为 X2 = X(X − 1) +X，

EX2 = n(n− 1)p2 + np,

从而

Var(X) = EX2 − (EX)2 = np(1− p).

2.4.2 Poisson 分布

若 n 很大、p 很小，而 np = λ 保持适中，则(
n

k

)(
1− λ

n

)n−k (
λ

n

)k

−→ e−λλ
k

k!
.

于是定义

P(X = k) = e−λλ
k

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

记作 X ∼ Pois(λ)。由指数级数，概率和为 1，并且

EX = λ, EX2 = λ2 + λ, Var(X) = λ.
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推导：二项分布的 Poisson 极限

固定 k，令 pn = λ/n，则

P(Xn = k) =

(
n

k

)(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k

=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
λk

k!

(
1− λ

n

)n(
1− λ

n

)−k

.

当 n→ ∞ 时，四个因子依次趋于 1, λk/k!, e−λ, 1，所以

P(Xn = k) −→ e−λλ
k

k!
.

2.4.3 超几何分布

总体有 N 个个体，其中 M 个为“成功”。不放回抽取 n 个，令 X 为成功个数，则

P(X = k) =

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) ,

其中组合数越界时约定为 0。利用组合恒等式可得

EX = n
M

N
,

以及

EX2 = n
M

N
+
M(M − 1)n(n− 1)

N(N − 1)
.

因此

Var(X) = n
M

N

(
1− M

N

)
N − n

N − 1
.

最后的有限总体修正因子体现了无放回抽样中的负相关。

推导：超几何分布的期望

把 X 写成 n 个指示变量之和：

X = I1 + · · ·+ In, Ij = 1{第 j 次抽中成功个体}.

由对称性 P(Ij = 1) =M/N，故不必直接计算组合数求和，

EX =

n∑
j=1

EIj = n
M

N
.

对 i 6= j，

E(IiIj) = P(Ii = Ij = 1) =
M

N

M − 1

N − 1
.

把 X2 =
∑
Ij + 2

∑
i<j IiIj 代入即可得到二阶矩与方差。

2.4.4 几何分布与负二项分布

无限独立 Bernoulli 试验中，首次成功出现的试验次数 X 满足

P(X = k) = (1− p)k−1p, k = 1, 2, . . . ,

记作 X ∼ Geom(p)。其无记忆性为

P(X > m+ n | X > m) = P(X > n),
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因为 P(X > n) = (1− p)n。

第 r 次成功出现的试验次数 Xr 满足

P(Xr = k) =

(
k − 1

r − 1

)
pr(1− p)k−r, k = r, r + 1, . . . ,

记作 Xr ∼ NB(r, p)（Pascal 分布）。由负二项级数可验证概率和为 1，并可得

EXr =
r

p
, Var(Xr) =

r(1− p)

p2
.

2.5 常用连续分布

2.5.1 正态分布

若

pX(x) =
1√
2πσ

exp
[
− (x− µ)2

2σ2

]
,

则称 X ∼ N(µ, σ2)。标准化变量

Z =
X − µ

σ
∼ N(0, 1),

标准正态分布函数记为

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π
e−t2/2 dt.

由对称性，

Φ(0) =
1

2
, Φ(−x) = 1− Φ(x),

并且

P(a < X < b) = Φ

(
b− µ

σ

)
− Φ

(
a− µ

σ

)
.

对 X ∼ N(µ, σ2)，

EX = µ, EX2 = µ2 + σ2, Var(X) = σ2.

其中用到 ∫
R
y2e−y2/2 dy =

√
2π,

可由分部积分得到。

经验上的 68–95–99.7 规则为
P(|X − µ| ≤ σ) ≈ 0.6826,

P(|X − µ| ≤ 2σ) ≈ 0.9545,

P(|X − µ| ≤ 3σ) ≈ 0.9973.

说明：de Moivre–Laplace 思想

对二项变量 Xn ∼ Bin(n, p)，
Xn − np√
np(1− p)

在 n 大时近似标准正态。这给出了从二项分布过渡到正态分布的经典途径。

推导：正态分布的期望与方差

令 Z = (X − µ)/σ ∼ N(0, 1)。标准正态密度关于原点对称，因此

EZ =

∫ ∞

−∞
z
e−z2/2

√
2π

dz = 0.
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又由分部积分，

EZ2 =
1√
2π

∫ ∞

−∞
z2e−z2/2 dz

=
1√
2π

(
−ze−z2/2

∣∣∣∞
−∞

+

∫ ∞

−∞
e−z2/2 dz

)
= 1.

所以

EX = E(µ+ σZ) = µ, Var(X) = σ2 Var(Z) = σ2.

2.5.2 均匀分布

若

p(x) =


1

b− a
, x ∈ [a, b],

0, x /∈ [a, b],

则记作 X ∼ U(a, b)。标准化
X − a

b− a
∼ U(0, 1),

且

EX =
a+ b

2
, Var(X) =

(b− a)2

12
.

2.5.3 指数分布

若

p(x) =

λe−λx, x > 0,

0, x ≤ 0,

则记作 X ∼ Exp(λ)。其

F (x) =

0, x ≤ 0,

1− e−λx, x > 0,
P(X > x) = e−λx,

并且

EX =
1

λ
, EX2 =

2

λ2
, Var(X) =

1

λ2
.

指数分布具有无记忆性：

P(X > s+ t | X > s) = P(X > t).

例：Poisson 过程的等待时间

若单位时间事件数服从 Pois(λ)，则长度为 t 的区间内事件数服从 Pois(λt)。首次事件等待时间 T 满足

P(T > t) = P(N(t) = 0) = e−λt,

故 T ∼ Exp(λ)。

t
T1 T2 T3 Tn−1 Tn

第 n 个等待间隔

图：Poisson 过程中到达时刻与等待时间
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2.5.4 Gamma 分布与 χ2 分布

Gamma 函数定义为

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx, α > 0.

它满足

Γ(1) = 1, Γ(α+ 1) = αΓ(α), Γ(n) = (n− 1)!, Γ

(
1

2

)
=

√
π.

若

p(x) =


λα

Γ(α)
xα−1e−λx, x > 0,

0, x ≤ 0,

则称 X ∼ Gamma(α, λ)（此处 λ 为率参数）。当 α = 1 时即指数分布。

在 Poisson 过程中，第 n 次事件发生时刻 Tn 的分布函数可写为

FTn(t) = P(N(t) ≥ n) =

∞∑
k=n

e−λt (λt)
k

k!
.

逐项求导并消去望远镜项，得到

fTn
(t) =

λn

(n− 1)!
tn−1e−λt,

即 Tn ∼ Gamma(n, λ)。
当 α = n/2, λ = 1/2 时，

p(x) =
(1/2)n/2

Γ(n/2)
xn/2−1e−x/2, x > 0,

这是自由度为 n 的 χ2 分布，是后续数理统计中的重要抽样分布。

x
正态

x
均匀

x
指数

图：正态、均匀与指数密度

2.6 随机变量函数的分布

2.6.1 离散情形

若 Y = g(X)，而 X 的取值为 x1, x2, . . .，则 Y 的可能取值为 yi = g(xi)。不同 xi 可能映到同一个 y，

因此

P(Y = y) =
∑

i:g(xi)=y

P(X = xi).

例如阈值函数

g(x) =

0, x < a,

1, x ≥ a,

使 Y 成为 Bernoulli 变量，且

P(Y = 0) = P(X < a), P(Y = 1) = P(X ≥ a).
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2.6.2 连续情形：单调变换

结论：一维单调变换

设 X 有密度 pX，Y = g(X)。若 g 严格单调且可微，反函数为 h = g−1，则在 Y 的值域内

pY (y) = pX(h(y)) |h′(y)|,

值域外密度为 0。

若 g 递增，

FY (y) = P(g(X) ≤ y) = P(X ≤ h(y)) =

∫ h(y)

−∞
pX(x) dx,

对 y 求导即得公式。若 g 递减，绝对值处理方向反转。若 g 不单调，应对所有反函数分支求和。

x

y

x1 x2

y = g(x) = x2

图：非单调变换中同一 y 对应多个反函数分支

推导：非单调变换的多分支公式

若方程 g(x) = y 有有限个简单根 x1(y), . . . , xm(y)，可把定义域切成若干单调区间。在每个区间上应用

单调变换公式，再把互不相容分支的概率相加：

pY (y) =

m∑
j=1

pX(xj(y))

∣∣∣∣ dxj(y)
dy

∣∣∣∣ .
例如 Y = X2 在 y > 0 时有两个分支 x1 =

√
y、x2 = −√

y。

例：正态变量的线性变换

若 X ∼ N(µ, σ2)，Y = aX + b，则

Y ∼ N(aµ+ b, a2σ2).

例：对数正态分布

若 X ∼ N(µ, σ2)，令 Y = eX，则 Y > 0 且

pY (y) =
1√
2πσy

exp
[
− (ln y − µ)2

2σ2

]
, y > 0.

该分布记为对数正态分布。

结论：概率积分变换

若随机变量 X 的分布函数 F 连续，则

U = F (X) ∼ U(0, 1).

反过来，若 U ∼ U(0, 1)，则以广义反函数 X = F−1(U) 可生成分布函数为 F 的随机变量。
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例：标准正态平方

若 X ∼ N(0, 1)，Y = X2，则当 y > 0，

FY (y) = P(−√
y ≤ X ≤ √

y) = 2Φ(
√
y)− 1.

故

pY (y) =
1√
2πy

e−y/2, y > 0,

即 Y ∼ Gamma(1/2, 1/2) = χ2(1)。

2.7 分布的其他特征数

2.7.1 矩

k 阶原点矩与中心矩分别为

µk = E(Xk), νk = E[(X − EX)k].

特别地，

µ1 = EX, ν2 = Var(X) = µ2 − µ2
1.

由二项式展开，

νk =

k∑
ℓ=0

(
k

ℓ

)
µℓ(−µ1)

k−ℓ.

2.7.2 分位数、中位数、变异系数、偏度与峰度

对连续分布，p 分位数 xp 可由

FX(xp) = p, 0 < p < 1

确定；若有平台区间，分位数可能不唯一，可采用广义反函数约定。中位数是 p = 1/2 分位数。

变异系数定义为

CV(X) =
σ(X)

EX
,

它消除量纲影响，便于比较取值尺度不同的变量的相对离散程度（通常要求 EX > 0）。

偏度刻画分布的不对称性，峰度刻画尾部与尖峭程度。可用左右长尾图示区分正偏与负偏，并以不同尖

峭程度的曲线说明峰度比较。

x0.5

中位数 右偏 左偏

图：中位数与偏度的图形直观
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第三章 多维随机变量及其分布

3.1 多维随机变量与联合分布

3.1.1 随机向量与联合分布函数

定义：随机向量

设 (Ω,F ,P) 为概率空间，X1, . . . , Xn 为其上的随机变量，则

X = (X1, . . . , Xn)
T : Ω −→ Rn

称为 n 维随机变量或随机向量。

联合分布函数定义为

FX(x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn).

它对每个坐标单调不减、右连续，并满足适当的边界条件。二维情形还要求任意矩形 (a1, b1]× (a2, b2] 的概

率非负，即

F (b1, b2)− F (a1, b2)− F (b1, a2) + F (a1, a2) ≥ 0.

若 X 为离散型，记

pi1···in = P(X1 = x1i1 , . . . , Xn = xnin),
∑

i1,...,in

pi1···in = 1.

二维联合分布列常写成表格；每个单元格是联合概率，行和与列和分别给出边际概率。

若存在非负函数 pX 使

FX(x) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
pX(t1, . . . , tn) dtn · · · dt1,

且
∫
Rn pX(x) dx = 1，则称其为联合密度。

3.1.2 常用多维分布

例：独立指数变量

若 X ∼ Exp(λ1)、Y ∼ Exp(λ2) 且独立，则

pX,Y (x, y) = λ1λ2e
−λ1x−λ2y1{x>0,y>0}.

支持域是第一象限这一矩形型集合，这与密度的乘积分解相一致。

例：多项分布

一次试验有 k 类结果，其概率为 p1, . . . , pk，且
∑k

j=1 pj = 1。独立重复 n 次，令 Xj 为第 j 类出现次
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数，则

P(X1 = n1, . . . , Xk = nk) =
n!

n1! · · ·nk!
pn1
1 · · · pnk

k ,

其中 nj ≥ 0 且
∑

j nj = n。归一化来自多项式定理：

∑
∑

nj=n

n!

n1! · · ·nk!
pn1
1 · · · pnk

k = (p1 + · · ·+ pk)
n = 1.

例：多元超几何分布

总体分成 k 类，第 j 类有 Nj 个，共 N =
∑

j Nj 个。不放回抽取 n 个，令 Xj 为抽到的第 j 类个数，则

P(X1 = n1, . . . , Xk = nk) =

∏k
j=1

(
Nj

nj

)(
N
n

) ,
∑
j

nj = n.

例：区域上的均匀分布

若平面区域 D 的面积为 SD，则在 D 上均匀分布的密度为

p(x, y) =
1

SD
1{(x,y)∈D}.

因此子区域 A ⊆ D 的概率就是面积比 SA/SD。

3.1.3 多元正态分布

定义：多元正态分布

若 µ ∈ Rn，Σ 为正定矩阵，且

pX(x) =
1

(2π)n/2
√

detΣ
exp
{
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

}
,

则记 X ∼ Nn(µ,Σ)。

推导：从谱分解确定归一化常数

先不预设常数，写成

pX(x) = C exp
[
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

]
.

思路是先用正交变换消去交叉项，再把 n 维积分拆成 n 个一维高斯积分。因为 Σ 是实对称正定矩阵，

谱定理保证存在正交矩阵 P 及正对角矩阵

Λ = diag(σ2
1 , . . . , σ

2
n)

使

Σ = PTΛP, Σ−1 = PTΛ−1P, PTP = PPT = I.

令

y = P (x− µ).

由于 P 正交，| detP | = 1，所以平移和旋转都不改变体积元：dy = dx。同时

(x− µ)TΣ−1(x− µ) = (x− µ)TPTΛ−1P (x− µ)

= yTΛ−1y =

n∑
j=1

y2j
σ2
j

.
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于是归一化条件逐坐标分离：

1 = C

∫
Rn

exp

−1

2

n∑
j=1

y2j
σ2
j

 dy1 · · · dyn

= C

n∏
j=1

(∫
R
e−y2

j /(2σ
2
j ) dyj

)

= C

n∏
j=1

(
√
2π σj) = C(2π)n/2

n∏
j=1

σj .

而

detΣ = det(PT) detΛ detP = detΛ =

n∏
j=1

σ2
j ,

故
∏

j σj =
√

detΣ，最终

C =
1

(2π)n/2
√

detΣ
.

推导：继续标准化：把椭球化为球

上一步只做了旋转。再令

z = Λ−1/2y = Λ−1/2P (x− µ),

则

x = µ+ PTΛ1/2z.

记 A = PTΛ1/2，就得到

Σ = AAT, X = µ+AZ, Z ∼ Nn(0, I).

在中间一步，

Y = P (X − µ) ∼ Nn(0,Λ).

因此旋转到特征向量坐标后，协方差矩阵成为对角阵；各坐标不相关。由于这里是联合正态，不相关进

一步推出独立。再除以各自的标准差 σj，才得到相互独立的标准正态坐标 Z。这里

(x− µ)TΣ−1(x− µ) = zTz,∣∣∣∣∂x∂z
∣∣∣∣ = | detA| =

√
det(AAT) =

√
detΣ.

所以一般多元正态可以看成：先取标准正态球形云团，再由 A 作伸缩与旋转，最后平移到 µ。反过来，

z = A−1(x− µ) 就是白化。协方差也直接验证为

Cov(X) = Cov(AZ) = ACov(Z)AT = AAT = Σ.

说明：二次型与等密度椭球

固定指数中的二次型

(x− µ)TΣ−1(x− µ) = c

得到等密度椭球。Σ 的特征向量给出主轴方向，特征值 σ2
j 的平方根 σj 给出各主轴相对长度；这正是

上面“旋转后逐轴伸缩”的几何含义。
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推导：二维参数形式从矩阵公式得到

设

Σ =

(
σ2
X ρσXσY

ρσXσY σ2
Y

)
.

先算行列式：

detΣ = σ2
Xσ

2
Y − ρ2σ2

Xσ
2
Y = σ2

Xσ
2
Y (1− ρ2).

正定性要求 σX , σY > 0 且 |ρ| < 1。由二阶矩阵求逆公式，

Σ−1 =
1

σ2
Xσ

2
Y (1− ρ2)

(
σ2
Y −ρσXσY

−ρσXσY σ2
X

)
.

令 u = x− µX、v = y − µY ，则(
u

v

)T
Σ−1

(
u

v

)
=

1

1− ρ2

(
u2

σ2
X

− 2ρ
uv

σXσY
+
v2

σ2
Y

)
.

再将
√

detΣ = σXσY
√
1− ρ2 代回一般密度，得到二维正态的常用参数形式：

p(x, y) =
1

2πσXσY
√
1− ρ2

exp
[
− 1

2(1− ρ2)

{
(x− µX)2

σ2
X

− 2ρ
(x− µX)(y − µY )

σXσY
+

(y − µY )
2

σ2
Y

}]
.

3.2 边际分布与独立性

3.2.1 边际分布

从联合分布函数取极限即可得到边际分布：

FX(x) = lim
y→+∞

FX,Y (x, y), FY (y) = lim
x→+∞

FX,Y (x, y).

离散情形对另一坐标求和；连续情形对另一坐标积分：

pX(x) =
∑
j

pX,Y (x, yj) 或 pX(x) =

∫
R
pX,Y (x, y) dy.

例：三角形区域的边际密度

设 (X,Y ) 在三角形

D = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x/a+ y/b ≤ 1}

上均匀。因 SD = ab/2，联合密度为 2/(ab)。固定 x ∈ [0, a] 时，0 ≤ y ≤ b(1− x/a)，故

pX(x) =

∫ b(1−x/a)

0

2

ab
dy =

2

a

(
1− x

a

)
, 0 ≤ x ≤ a.

同理

pY (y) =
2

b

(
1− y

b

)
, 0 ≤ y ≤ b.
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x

y

0 ≤ y ≤ b− b
ax

x
a + y

b = 1

图：三角形支持域与固定 x 时的边际积分区间

结论：多元正态的边际分布

若 (
X1

X2

)
∼ N

[(
µ1

µ2

)
,

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)]
,

则 X1 ∼ N(µ1,Σ11)，X2 ∼ N(µ2,Σ22)。

推导：沿最后一个坐标消元：边际仍为正态

先按“前 n− 1 个坐标与最后一个坐标”分块。记

x =

(
x̃

xn

)
, µ =

(
µ̃

µn

)
, y = x− µ =

(
ỹ

yn

)
,

Σ =

(
Σ̃ a

aT σ2
n

)
,

其中 Σ̃ 是正定的 (n− 1) 阶主子矩阵。为了把 yn 从二次型中分离出来，定义 Schur 补

σ̃2 = σ2
n − aTΣ̃−1a > 0.

关键一步不是直接背分块逆公式，而是先把 Σ 作三因子分解：

Σ =

(
I 0

aTΣ̃−1 1

)(
Σ̃ 0

0 σ̃2

)(
I Σ̃−1a

0 1

)
.

三者依次求逆并反序相乘，得到

Σ−1 =

(
I −Σ̃−1a

0 1

)(
Σ̃−1 0

0 1/σ̃2

)(
I 0

−aTΣ̃−1 1

)
.

先让最右侧矩阵作用在 y 上：(
I 0

−aTΣ̃−1 1

)(
ỹ

yn

)
=

(
ỹ

yn − aTΣ̃−1ỹ

)
.

于是自然出现新的坐标

z = yn − aTΣ̃−1ỹ.

这只是把 yn 平移一个依赖于 ỹ 的量；固定 ỹ 时 dz = dyn。代回二次型便完成了“配方”：

yTΣ−1y = ỹTΣ̃−1ỹ +
z2

σ̃2
.
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行列式也从同一个三因子分解直接读出。左右两个三角矩阵行列式均为 1，所以

detΣ = det Σ̃ · σ̃2.

现在对最后一个坐标积分：

pX̃(x̃) =

∫
R
pX(x̃, xn) dxn

=
e−

1
2 ỹ

TΣ̃−1ỹ

(2π)n/2
√

detΣ

∫
R
e−z2/(2σ̃2) dz

=
e−

1
2 ỹ

TΣ̃−1ỹ

(2π)n/2
√

det Σ̃ σ̃
·
√
2π σ̃

=
1

(2π)(n−1)/2
√

det Σ̃
exp
[
−1

2
ỹTΣ̃−1ỹ

]
.

因此删去最后一个分量后仍为 Nn−1(µ̃, Σ̃)。重复这一消元过程，任意子向量的边际分布仍是相应均值子

向量与协方差主子矩阵所确定的多元正态。

3.2.2 独立性

定义：随机变量的独立性

X1, . . . , Xn 相互独立，当且仅当对任意 x1, . . . , xn，

FX(x1, . . . , xn) =

n∏
j=1

FXj (xj).

离散型等价于联合分布列分解为边际分布列之积；连续型在几乎处处意义下等价于

pX(x1, . . . , xn) =

n∏
j=1

pXj (xj).

说明：支持域也是检验线索

即使密度在支持域内能写成 g(x)h(y)，若支持域不是两个一维集合的笛卡尔积，通常仍不能推出独立。

例如三角形均匀分布中，给定较大的 X 会压缩 Y 的可取范围。

对二维正态，ρ = 0 时交叉项消失，密度分解，因此不相关等价于独立。这个结论是正态族的特殊性质，

并不适用于一般分布。

3.3 多维随机变量函数的分布

3.3.1 离散映射、最大值与最小值

若 X 离散而 Y = g(X)，则所有映到同一 y 的点都要合并：

P(Y = y) =
∑

x:g(x)=y

P(X = x).
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例：独立 Poisson 变量的可加性

若 X ∼ Poisson(λ1)、Y ∼ Poisson(λ2) 且独立，则对 n ≥ 0，

P(X + Y = n) =

n∑
k=0

P(X = k)P(Y = n− k)

= e−(λ1+λ2)
n∑

k=0

λk1λ
n−k
2

k!(n− k)!

=
e−(λ1+λ2)

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
λk1λ

n−k
2

=
(λ1 + λ2)

n

n!
e−(λ1+λ2).

故 X + Y ∼ Poisson(λ1 + λ2)。同理，独立二项变量在成功概率相同的条件下参数 n 可相加。

若 X1, . . . , Xn 独立，令 M = maxiXi、L = miniXi，则

FM (y) = P(X1 ≤ y, . . . , Xn ≤ y) =

n∏
i=1

Fi(y),

FL(y) = 1− P(X1 > y, . . . ,Xn > y) = 1−
n∏

i=1

[1− Fi(y)].

把样本由小到大排列所得 X(1) ≤ · · · ≤ X(n) 称为顺序统计量，其中 X(1) = L、X(n) =M。

3.3.2 卷积公式

令 Z = X + Y。连续情形先对半平面 x+ y ≤ z 积分：

FZ(z) =

∫∫
x+y≤z

pX,Y (x, y) dx dy.

对 z 求导得到

pZ(z) =

∫
R
pX,Y (x, z − x) dx.

若 X,Y 独立，

pZ(z) =

∫
R
pX(x)pY (z − x) dx = (pX ∗ pY )(z).

x

y

x+ y = z
x+ y ≤ z

x

z − x

图：卷积积分来自直线 x+ y = z 上的切片
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推导：独立正态变量之和

设 X ∼ N(µ1, σ
2
1)、Y ∼ N(µ2, σ

2
2) 独立。卷积指数为

(x− µ1)
2

σ2
1

+
(z − x− µ2)

2

σ2
2

= Ax2 − 2Bx+ C,

其中

A =
1

σ2
1

+
1

σ2
2

, B =
µ1

σ2
1

+
z − µ2

σ2
2

.

配方 Ax2 − 2Bx+C = A(x−B/A)2 +C −B2/A 后，关于 x 的高斯积分给出
√

2π/A。整理剩余指数

与常数得

pZ(z) =
1√

2π(σ2
1 + σ2

2)
exp
[
− (z − µ1 − µ2)

2

2(σ2
1 + σ2

2)

]
.

因此 X + Y ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2)。

例：Gamma 与卡方分布的可加性

设 X ∼ Ga(α1, λ)、Y ∼ Ga(α2, λ) 独立，采用率参数化。对 z > 0，

pX+Y (z) =
λα1+α2e−λz

Γ(α1)Γ(α2)

∫ z

0

xα1−1(z − x)α2−1 dx

=
λα1+α2e−λz

Γ(α1)Γ(α2)
zα1+α2−1

∫ 1

0

tα1−1(1− t)α2−1 dt

=
λα1+α2

Γ(α1 + α2)
zα1+α2−1e−λz.

故形状参数相加。由于 χ2
ν = Ga(ν/2, 1/2)，独立卡方变量的自由度也相加。特别地，独立标准正态

Z1, . . . , Zn 满足
∑

i Z
2
i ∼ χ2

n。

3.3.3 变量变换法

设

(U, V ) = Φ(X,Y ) =
(
g1(X,Y ), g2(X,Y )

)
,

且在所考虑区域内 Φ 一一、连续可微，逆映射为 (x, y) = (x(u, v), y(u, v))。由面积元变换，

pU,V (u, v) = pX,Y (x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ .

u

v

D
Φ−1

x

y

D′ = Φ−1(D)

图：二维变量变换下区域与面积元的对应
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推导：由体积分换元公式推出 Jacobian 因子

记逆映射为

Ψ = Φ−1, (x, y) = Ψ(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v)

)
.

在 (u, v) 平面任取一个可测区域 D，并令它在逆映射下对应的区域为

D′ = Ψ(D) = Φ−1(D).

事件“(U, V ) 落入 D”与事件“(X,Y ) 落入 D′”完全相同，因此

P
(
(U, V ) ∈ D

)
= P

(
(X,Y ) ∈ D′).

分别用两组随机变量的联合密度表示这个概率，得到∫
D

pU,V (u, v) du dv =

∫
D′
pX,Y (x, y) dx dy.

对右端使用二重积分的换元公式，以 x = x(u, v)、y = y(u, v) 代换：∫
D′
pX,Y (x, y) dx dy =

∫
D

pX,Y

(
x(u, v), y(u, v)

) ∣∣∣∣det ∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv.

于是对任意区域 D 都有∫
D

pU,V (u, v) du dv =

∫
D

pX,Y

(
x(u, v), y(u, v)

) ∣∣∣∣det ∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv.

由于该等式对任意 D 成立，两边的被积函数必几乎处处相等，故

pU,V (u, v) = pX,Y

(
x(u, v), y(u, v)

) ∣∣∣∣det ∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣∣ .
同一证明在 n 维情形完全相同：若 Y = Φ(X)、X = Ψ(Y )，则

pY (y) = pX
(
Ψ(y)

)
|detDΨ(y)| a.e.

例：和与差

令 U = X + Y, V = X − Y，则

x =
u+ v

2
, y =

u− v

2
,

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ = 1

2
.

若 X,Y
i.i.d.∼ N(µ, σ2)，代入联合密度可得

(U, V ) ∼ N2

((
2µ

0

)
,

(
2σ2 0

0 2σ2

))
.

二维正态中零协方差推出独立，故 U 与 V 独立。

例：乘积的分布

令 U = XY, V = Y，则 x = u/v, y = v，Jacobian 的绝对值为 1/|v|。若 X,Y 独立，

pU,V (u, v) = pX(u/v)pY (v)
1

|v|
, pU (u) =

∫
R
pX(u/v)pY (v)

dv
|v|
.
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结论：正态向量的线性变换

若 X ∼ Nn(µ,Σ)，A 为可逆矩阵，且 Y = A−1X，则变量变换给出

Y ∼ Nn(A
−1µ, A−1ΣA−T).

更一般地，即使 B 非方阵，仍有 BX + b ∼ N(Bµ+ b, BΣBT)。

推导：可逆线性变换下正态密度的整理

以 X = AY 为例。变量变换公式先给出

pY (y) = pX(Ay)| detA|.

令

µ̃ = A−1µ, Σ̃ = A−1ΣA−T.

则

Ay − µ = A(y − µ̃), Σ̃−1 = ATΣ−1A,

所以指数中的二次型恰为

(Ay − µ)TΣ−1(Ay − µ) = (y − µ̃)TΣ̃−1(y − µ̃).

又因 √
det Σ̃ =

√
det(A−1)2 detΣ =

√
detΣ

| detA| ,

Jacobian 因子也正好并入新的归一化常数，故变换后仍为正态分布。

同一参数变化也可直接用期望与协方差核对：

EY = A−1µ, Cov(Y ) = A−1 Cov(X)A−T = A−1ΣA−T.

这与上面从密度中识别出的 µ̃、Σ̃ 完全一致。

推导：非方阵线性映射为何仍保持正态

把 X 写成标准正态的仿射像

X = µ+ CZ, Z ∼ Nr(0, I), CCT = Σ.

那么对任意 m× n 矩阵 B，

BX + b = (Bµ+ b) + (BC)Z.

右端仍是标准正态向量的线性像，所以仍为多元正态；其参数由矩阵运算直接给出：

E(BX + b) = Bµ+ b,

Cov(BX + b) = BC Cov(Z)CTBT = BΣBT.

这也说明线性像的协方差可以是半正定的：当 B 降秩时，分布集中在某个低维仿射子空间上。
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3.4 多维随机变量的特征数

3.4.1 函数的期望与运算性质

若 X 连续、Y = g(X)，则

EY =

∫
Rn

g(x)pX(x) dx;

离散情形改为对所有取值求和。这是“无须先求 Y 的分布”的期望公式。

例：指数样本最大值的期望

设 X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ Exp(λ)，Mn = maxiXi。则对 y ≥ 0，

FMn
(y) = (1− e−λy)n.

利用非负变量的尾积分公式，

En := EMn =

∫ ∞

0

[1− FMn
(y)] dy.

比较相邻两项：

En+1 − En =

∫ ∞

0

(1− e−λy)ne−λy dy

=
1

λ

∫ 1

0

vn dv =
1

λ(n+ 1)
.

由 E1 = 1/λ 得

EMn =
1

λ

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
=
Hn

λ
.

期望的线性性不要求独立：

E(X + Y ) = EX + EY, E(aX) = aEX.

若 X,Y 独立且期望存在，则 E(XY ) = EX EY。由此，若 X1, . . . , Xn 独立同分布，均值为 µ、方差为 σ2，

则

EXn = µ, Var(Xn) =
σ2

n
.

3.4.2 协方差、相关系数与协方差矩阵

定义：协方差与相关系数

Cov(X,Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )] = E(XY )− EX EY.

当两者方差均为正时，

ρX,Y =
Cov(X,Y )√

Var(X)Var(Y )
∈ [−1, 1].

推导：为何相关系数的绝对值不超过 1

令 X◦ = X − EX、Y ◦ = Y − EY。对任意实数 t，

0 ≤ E(X◦ − tY ◦)2 = Var(X)− 2tCov(X,Y ) + t2 Var(Y ).

右边关于 t 的二次式恒非负，所以判别式不大于零：

4Cov(X,Y )2 − 4Var(X)Var(Y ) ≤ 0.

因此

|Cov(X,Y )| ≤
√

Var(X)Var(Y ), |ρX,Y | ≤ 1.
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等号成立当且仅当存在 t 使 X◦ = tY ◦ 几乎处处成立，也就是两个变量之间存在几乎处处的线性关系。

协方差对每个变量线性，并且

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2Cov(X,Y ).

独立蕴含不相关，反向一般不成立。等号 |ρ| = 1 当且仅当 Y = aX + b 几乎处处成立；ρ = 0 仅表示线性关

联为零。

ρ > 0 ρ = 0 ρ < 0

图：相关系数的符号与二维等密度椭圆的方向

对随机向量 X，记 µ = EX，

Σ = Cov(X) = E[(X − µ)(X − µ)T] = (Cov(Xi, Xj))i,j .

对任意 a ∈ Rn，

aTΣa = Var(aTX) ≥ 0,

故协方差矩阵半正定；它正定当且仅当不存在非零 a 使 aTX 几乎处处为常数。

例：相关系数的“贡献分解”

若 X,Y 不相关，Z = aX + bY，则

σ2
Z = a2σ2

X + b2σ2
Y , ρX,Z =

aσX
σZ

, ρY,Z =
bσY
σZ

,

因而 ρ2X,Z + ρ2Y,Z = 1。

例：方差最小的线性组合

有 n 个估计量 Xk，取 Y = aTX，要求 eTa = 1，其中 e = (1, . . . , 1)T。使 Var(Y ) = aTΣa 最小。拉

格朗日函数

L(a, λ) = aTΣa− λ(eTa− 1)

给出 2Σa− λe = 0，从而

a∗ =
Σ−1e

eTΣ−1e
, min Var(Y ) =

1

eTΣ−1e
.

若还要在固定方差与权重和为 1 下最大化期望 µTa，则引入第二个乘子，解形如 a = Σ−1(αµ + βe)；

若另有限制 ai ≥ 0，则成为带不等式约束的二次规划问题。

3.5 条件分布与条件期望

3.5.1 条件分布

离散情形，若 P(Y = yj) > 0，

P(X = xi | Y = yj) =
P(X = xi, Y = yj)

P(Y = yj)
=

pij∑
i pij

.
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连续情形的单点事件 {Y = y} 概率为零，不能直接套事件条件概率。由 y < Y ≤ y+ h 的薄条取极限，得到

pX|Y (x | y) = pX,Y (x, y)

pY (y)
, pY (y) > 0.

推导：从薄条条件概率得到条件密度

先固定 h > 0，对 X ≤ x 条件化：

P(X ≤ x | y < Y ≤ y + h) =

∫ x

−∞
∫ y+h

y
pX,Y (u, v) dv du∫

R
∫ y+h

y
pX,Y (u, v) dv du

.

分子、分母同时除以 h。当 h ↓ 0，在密度连续的点上，

1

h

∫ y+h

y

pX,Y (u, v) dv −→ pX,Y (u, y),

于是条件分布函数成为

FX|Y=y(x) =

∫ x

−∞ pX,Y (u, y) du∫
R pX,Y (u, y) du =

∫ x

−∞ pX,Y (u, y) du
pY (y)

.

再对 x 求导，便得到 pX|Y (x | y) = pX,Y (x, y)/pY (y)。

相应地

pX,Y (x, y) = pX|Y (x | y)pY (y) = pY |X(y | x)pX(x),

pY (y) =

∫
R
pY |X(y | x)pX(x) dx.

因此 Bayes 公式为

pX|Y (x | y) =
pY |X(y | x)pX(x)∫

R pY |X(y | u)pX(u) du.

例：Poisson 条件分布

若 X ∼ Poisson(λ1)、Y ∼ Poisson(λ2) 独立，则对 k = 0, . . . , n，

P(X = k | X + Y = n) =
P(X = k, Y = n− k)

P(X + Y = n)

=

(
n

k

)(
λ1

λ1 + λ2

)k (
λ2

λ1 + λ2

)n−k

.

故 X | (X + Y = n) ∼ Bin(n, λ1/(λ1 + λ2))。

例：区域均匀分布的切片

若 (X,Y ) 在区域 D 上均匀，固定 y 后水平截线在 D 内形成区间 [Ay, By]，长度为 Ly，则

pX|Y (x | y) = 1

Ly
1{Ay≤x≤By}.

因此条件分布就是该水平截线上的一维均匀分布。类似地，条件 aX + bY = c 可理解为沿直线与支持

域交集进行归一化。

例：正态先验的连续更新

设未知量 X ∼ N(µ0, σ
2
0)，观测 Y = X+ε，其中 ε ∼ N(0, τ2) 与 X 独立。忽略与 x 无关的因子，Bayes
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公式的分子为

pY |X(y | x)pX(x) ∝ exp
[
− (y − x)2

2τ2
− (x− µ0)

2

2σ2
0

]
= exp

[
−1

2

{(
1

τ2
+

1

σ2
0

)
x2 − 2

(
y

τ2
+
µ0

σ2
0

)
x+ C(y)

}]
.

令二次项系数为 1/σ2
1，一次项系数为 2µ1/σ

2
1，再配成 (x− µ1)

2/σ2
1，可得

X | Y = y ∼ N(µ1, σ
2
1),

1

σ2
1

=
1

σ2
0

+
1

τ2
,

µ1

σ2
1

=
µ0

σ2
0

+
y

τ2
.

观测 y1, . . . , yn 后递推得
1

σ2
n

=
1

σ2
0

+
n

τ2
,

µn

σ2
n

=
µ0

σ2
0

+

∑n
i=1 yi
τ2

.

当 n→ ∞，µn − y → 0，数据逐渐压过先验。

3.5.2 条件期望

E(X | Y = y) =


∑
i

xiP(X = xi | Y = y), 离散型,∫
R
x pX|Y (x | y) dx, 连续型.

把右端看成 y 的函数 g(y)，则随机变量 g(Y ) 记为 E(X | Y )。

例：二维正态的条件期望

若 (X,Y ) 为二维正态，参数为 (µX , µY , σ
2
X , σ

2
Y , ρ)，将联合密度关于 x 配方得

(x− µX)2

σ2
X

− 2ρ
(x− µX)(y − µY )

σXσY
+

(y − µY )
2

σ2
Y

=
1

σ2
X

[
x− µX − ρ

σX
σY

(y − µY )

]2
+ (1− ρ2)

(y − µY )
2

σ2
Y

.

给定 Y = y 后，最后一项与 x 无关，会被条件密度的归一化常数吸收。而联合密度原指数外还有因子

1/[2(1− ρ2)]，故

X | Y = y ∼ N

(
µX + ρ

σX
σY

(y − µY ), σ
2
X(1− ρ2)

)
.

因此

E(X | Y ) = µX + ρ
σX
σY

(Y − µY ),

且

Var[E(X | Y )] = ρ2σ2
X .

结论：重期望公式

若 E|X| <∞，则

EX = E[E(X | Y )].
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推导：重期望公式

连续情形由联合密度分解直接得到

EX =

∫∫
R2

x pX,Y (x, y) dx dy

=

∫
R

[∫
R
x pX|Y (x | y) dx

]
pY (y) dy

=

∫
R
E(X | Y = y)pY (y) dy = E[E(X | Y )].

例：三等奖项的反推

一次抽奖以概率 p1, p2, 1− p1 − p2 分别得到 N1, N2 和“再来一次”。设总收益为 X。条件于第一次结果，

EX = p1N1 + p2N2 + (1− p1 − p2)EX.

故

EX =
p1N1 + p2N2

p1 + p2
.

例：随机项数之和

设 X1, X2, . . . 独立同分布，且与取正整数值的 N 独立，E|X1| <∞、EN <∞。令 SN =
∑N

i=1Xi。则

E(SN | N = m) = mEX1,

进而由重期望公式

ESN =
∑
m≥1

mEX1 P(N = m) = EX1 EN.
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4.1 ♦随机变量序列的收敛性

设 X,X1, X2, . . . 定义在同一概率空间上。数列的“趋近”在随机情形下有多种含义；它们控制的对象不

同，不能混为一谈。

定义：几种收敛方式

1. 若

P{ω : lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)} = 1,

则称 Xn 几乎处处收敛于 X，记 Xn
a.s.−−→ X。

2. 若对任意 ε > 0，

P(|Xn −X| > ε) −→ 0,

则称 Xn 依概率收敛于 X，记 Xn
P−→ X。

3. 若对 X 的分布函数 F 的每个连续点 x，

FXn
(x) −→ FX(x),

则称 Xn 依分布收敛于 X，记 Xn
d−→ X。

4. 对 p > 0，若 E|Xn −X|p → 0，则称 Xn
Lp

−−→ X。

几乎处处收敛 Lp 收敛

依概率收敛 依分布收敛

图：常用收敛方式的一般蕴含关系

结论：基本蕴含

Xn
a.s.−−→ X =⇒ Xn

P−→ X, Xn
Lp

−−→ X =⇒ Xn
P−→ X,

Xn
P−→ X =⇒ Xn

d−→ X.

逆命题一般不成立。但若 Xn
d−→ c，极限为常数，则实际上 Xn

P−→ c。

说明：大数定律与中心极限定理的分工

大数定律研究样本均值是否靠近其期望，是“位置”或“一致性”问题；中心极限定理研究随机和减去均值

并按标准差缩放后的分布形状，是“波动”问题。
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4.2 ♦特征函数

定义：特征函数

随机变量 X 的特征函数为

φX(t) = E(eitX), t ∈ R.

因为 |eitX | = 1，特征函数对任何随机变量都存在。

它满足

φX(0) = 1, |φX(t)| ≤ 1, φX(−t) = φX(t).

若 E|X|k <∞，则可在 0 附近求导，并有

φ
(k)
X (0) = ikE(Xk).

若 X,Y 独立，则

φX+Y (t) = E(eitXeitY ) = φX(t)φY (t).

这把卷积变成乘法，是研究随机和的核心工具。

例：常用特征函数

分布 φX(t)

Bernoulli(p) 1− p+ peit

Poisson(λ) exp{λ(eit − 1)}
N(µ, σ2) exp{iµt− 1

2σ
2t2}

Exp(λ) λ

λ− it

例如标准正态的特征函数可由对高斯密度配方，或解微分方程 φ′(t) = −tφ(t)、φ(0) = 1 得到 φ(t) =

e−t2/2。

结论：唯一性与连续性定理

特征函数唯一决定分布。并且

Xn
d−→ X ⇐⇒ φXn(t) → φX(t) (∀t ∈ R),

其中反向使用极限函数在 0 处连续且确为某个分布的特征函数。

4.3 大数定律

4.3.1 Bernoulli 大数定律

令 Xk
i.i.d.∼ Bernoulli(p)，Sn =

∑n
k=1Xk。Sn/n 是前 n 次试验中成功的频率，

E
Sn

n
= p, Var

(
Sn

n

)
=
p(1− p)

n
.

由 Chebyshev 不等式，对任意 ε > 0，

P
(∣∣∣∣Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ p(1− p)

nε2
−→ 0.

因此
Sn

n

P−→ p.

这说明在大量重复试验中，频率依概率稳定于概率。

45

lim
99913



第四章 大数定律与中心极限定理 概率论与数理统计

4.3.2 Chebyshev、Markov 与 Khinchin 大数定律

结论：Chebyshev 大数定律

若 X1, X2, . . . 两两不相关，且存在常数 C 使 Var(Xk) ≤ C，则

1

n

n∑
k=1

(Xk − EXk)
P−→ 0.

推导：Chebyshev 大数定律

由两两不相关，

Var
(
1

n

n∑
k=1

Xk

)
=

1

n2

n∑
k=1

Var(Xk) ≤
C

n
.

故对任意 ε > 0，

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

(Xk − EXk)

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ C

nε2
→ 0.

结论：♦Markov 大数定律

若
1

n2
Var

(
n∑

k=1

Xk

)
−→ 0,

则
1

n

n∑
k=1

(Xk − EXk)
P−→ 0.

Chebyshev 大数定律只是这一条件的一个容易验证的充分条件。

结论：Khinchin 弱大数定律

若 X1, X2, . . . 独立同分布，且 E|X1| <∞，记 µ = EX1，则

Xn =
1

n

n∑
k=1

Xk
P−→ µ.

该结论不要求方差存在。

4.3.3 强大数定律

结论：独立同分布情形的强大数定律

若 X1, X2, . . . 独立同分布且 E|X1| <∞，则

Xn
a.s.−−→ µ = EX1,

也就是

P

{
ω : lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk(ω) = µ

}
= 1.

强大数定律描述几乎每一条无限样本轨道；弱大数定律只要求偏离均值的概率趋于零。前者蕴含后者。

图中一条典型轨道的波动逐渐缩小，但定理并不声称它单调收敛。
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概率论与数理统计 第四章 大数定律与中心极限定理

n

Xn − µ

图：样本均值的典型轨道逐渐稳定在总体均值附近

4.4 中心极限定理

4.4.1 De Moivre–Laplace 定理

令 X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ Bernoulli(p)，Sn =

∑n
k=1Xk ∼ Bin(n, p)。标准化为

Zn =
Sn − np√
np(1− p)

.

结论：De Moivre–Laplace 中心极限定理

对任意 x ∈ R，

lim
n→∞

P(Zn ≤ x) = Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2 dt.

即 Zn
d−→ N(0, 1)。

♦在用正态分布近似二项概率时，离散端点与连续区间之间可作连续性修正：

P(a ≤ Sn ≤ b) ≈ Φ

(
b+ 1

2 − np√
np(1− p)

)
− Φ

(
a− 1

2 − np√
np(1− p)

)
.

4.4.2 Lindeberg–Lévy 定理

结论：独立同分布中心极限定理

设 X1, X2, . . . 独立同分布，

EXk = µ, Var(Xk) = σ2 ∈ (0,∞).

令 Sn =
∑n

k=1Xk，则
Sn − nµ

σ
√
n

=

√
n(Xn − µ)

σ

d−→ N(0, 1).

等价地，对每个 x ∈ R，

lim
n→∞

P
(
Sn − nµ

σ
√
n

≤ x

)
= Φ(x).

推导：♦特征函数证明的核心展开
令 Yk = (Xk − µ)/σ，则 EYk = 0、EY 2

k = 1。在 t = 0 附近，

φY (t) = 1− t2

2
+ o(t2).
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第四章 大数定律与中心极限定理 概率论与数理统计

由独立性，

φ 1√
n

∑n
k=1 Yk

(t) =

[
φY

(
t√
n

)]n
=

[
1− t2

2n
+ o

(
1

n

)]n
−→ e−t2/2.

e−t2/2 是标准正态的特征函数，故由连续性定理得到所需的依分布收敛。

例：均匀分布之和

若 Xk
i.i.d.∼ U(0, 1)，则 µ = 1/2、σ2 = 1/12。取 n = 12，∑12

k=1Xk − 6√
12 · (1/12)

=

12∑
k=1

Xk − 6

已可用 N(0, 1) 作近似。这也是用若干均匀随机数近似生成正态随机数的经典想法。

4.4.3 独立但不同分布的情形

令 X1, X2, . . . 独立，EXk = µk、Var(Xk) = σ2
k，并记

Sn =

n∑
k=1

Xk, B2
n =

n∑
k=1

σ2
k.

♦在适当的 Lindeberg 条件下，
Sn −

∑n
k=1 µk

Bn

d−→ N(0, 1).

Lindeberg 条件为对每个 ε > 0，

1

B2
n

n∑
k=1

E
[
(Xk − µk)

21{|Xk−µk|>εBn}
]
−→ 0.

它排除了单个异常大的项支配总波动的情形。

x

Φ′(x)标准化和的密度

图：中心极限定理：标准化和的分布趋近标准正态

说明：尺度的区别

大数定律说明 Xn − µ→ 0；中心极限定理进一步指出其典型大小为 n−1/2，并给出

√
n(Xn − µ) 的极限分布.

因此前者回答“是否稳定”，后者回答“以什么速度、按什么形状波动”。
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第五章 统计量及其分布

5.1 总体、样本与统计量

数理统计从总体的概率模型出发，通过有限样本反推总体规律。其基本链条是

总体模型 −→ 抽取样本 −→ 构造统计量 −→ 统计推断.

总体可以理解为研究对象的全体，也可以抽象成具有分布函数 F 的随机变量 X。从总体中独立重复抽取 n

次，得到

X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ F.

其中 X1, . . . , Xn 是样本随机变量；实验后得到的 x1, . . . , xn 是一组样本观测值。若总体有密度或概率质量

函数 f(x; θ)，则联合分布为

f(x; θ) =

n∏
i=1

f(xi; θ).

定义：统计量

若

T = T (X1, . . . , Xn)

不含任何未知参数，则称 T 为统计量。统计量本身仍是随机变量，因而有自己的分布。

若用有限维参数 θ ∈ Rd 完全刻画分布族，称为参数模型；若模型同时含有限维参数和无限维干扰成分，

称为半参数模型；非参数模型则不预设有限维参数形式，例如只假定总体分布函数连续。

5.1.1 经验分布函数

给定样本，经验分布函数定义为

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤x}.

对固定 x，令 Yi = 1{Xi≤x}，则 Yi ∼ Bernoulli(F (x))，所以

EFn(x) = F (x), Var(Fn(x)) =
F (x)(1− F (x))

n
.

由大数定律，

Fn(x)
P−→ F (x).

x

Fn(x)

1/n

1

x(1) x(2) x(3) x(4) x(5)
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第五章 统计量及其分布 概率论与数理统计

图：经验分布函数是一条右连续阶梯曲线

♦样本数据还可用频数表、直方图与茎叶图整理。它们只是对观测值的不同压缩，后续推断仍需回到相

应统计量及其抽样分布。

5.2 样本均值、方差与矩

5.2.1 样本均值

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, EX̄ = µ, Var(X̄) =
σ2

n
.

若总体为正态分布，则

Xi ∼ N(µ, σ2) =⇒ X̄ ∼ N

(
µ,
σ2

n

)
.

可加性也给出许多直接例子：若 Xi ∼ Poisson(λ)，则
∑
Xi ∼ Poisson(nλ)；若 Xi ∼ Bernoulli(p)，则∑

Xi ∼ Bin(n, p)。

5.2.2 样本方差

记

S2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2, S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

恒等式
n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =

n∑
i=1

X2
i − nX̄2

给出

E
n∑

i=1

(Xi − X̄)2 = n(σ2 + µ2)− n

(
σ2

n
+ µ2

)
= (n− 1)σ2.

因此

E(S2
n) =

n− 1

n
σ2, E(S2) = σ2.

推导：正态样本方差的线性代数结构

先令总体标准化为 N(0, 1)。写

X = (X1, . . . , Xn)
T, e = (1, . . . , 1)T,

则
n∑

i=1

(Xi − X̄)2 = XTAX, A = I − 1

n
eeT.

矩阵 A 是到 e⊥ 的正交投影，因为

AT = A, A2 = I − 2

n
eeT +

1

n2
e(eTe)eT = A.

若 v ⊥ e，则 Av = v；而 Ae = 0。所以 A 的特征值为

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1 个

, 0,

亦可写出特征多项式

det(λI −A) = λ(λ− 1)n−1.
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概率论与数理统计 第五章 统计量及其分布

由实对称矩阵的正交对角化，存在正交矩阵 Q 使

QTAQ = diag(0, 1, . . . , 1).

取 Q 的第一列为 e/
√
n，令 Y = QTX。标准正态向量在正交变换下分布不变，故 Y1, . . . , Yn 仍相互独

立且服从 N(0, 1)；同时

Y1 =
X1 + · · ·+Xn√

n
=

√
n X̄,

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 = Y 2
2 + · · ·+ Y 2

n ∼ χ2(n− 1).

第一坐标只描述均值方向，其余坐标只描述残差方向；两组坐标独立，故 X̄ 与 S2 独立。

span{e}

e⊥

X

X̄e

X − X̄e

图：样本向量分解为均值方向与残差子空间中的正交分量

对一般 N(µ, σ2) 总体，将 Zi = (Xi − µ)/σ 代入即得

X̄ ⊥ S2, X̄ ∼ N

(
µ,
σ2

n

)
,

(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1).

5.2.3 样本矩

样本 k 阶原点矩与中心矩分别为

Ak =
1

n

n∑
i=1

Xk
i , Bk =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k.

特别地 A1 = X̄、B1 = 0、B2 = S2
n。

5.3 次序统计量、分位数与箱线图

把样本从小到大排列：

X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n).

X(k) 称为第 k 个次序统计量，X(1)、X(n) 分别为样本最小值与最大值。

推导：第 k 个次序统计量的分布

事件 X(k) ≤ x 等价于至少有 k 个样本不超过 x。因此

FX(k)
(x) =

n∑
j=k

(
n

j

)
F (x)j [1− F (x)]n−j .
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若总体密度为 f，求导并利用相邻项消去，得到

fX(k)
(x) =

n!

(k − 1)!(n− k)!
F (x)k−1[1− F (x)]n−kf(x).

直观上：选出一个观测落在 [x, x+ dx]，另有 k − 1 个在左侧、n− k 个在右侧，再计数所有排列方式。

若总体为 U(0, 1)，则

X(k) ∼ Beta(k, n− k + 1).

进一步，对 1 ≤ i < j ≤ n 及 x < y，

fX(i),X(j)
(x, y) =

n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
F (x)i−1[F (y)− F (x)]j−i−1[1− F (y)]n−jf(x)f(y).

这是把样本分到 (−∞, x)、(x, y)、(y,∞) 三段后计数得到的。

极差为

R = X(n) −X(1).

样本中位数在 n 为奇数时取 X((n+1)/2)，在 n 为偶数时通常取 1
2 (X(n/2) +X(n/2+1))。样本 p 分位数则由靠

近位置 np 的次序统计量给出；具体插值约定可因软件而异。

数据

Q1 Q2 Q3

离群点

图：箱线图：四分位数、须与离群点

箱线图以Q1, Q2, Q3 为箱体的左端、中线、右端，IQR = Q3−Q1。常用规则把 [Q1−1.5IQR,Q3+1.5IQR]

外的点单独标作离群点。把多组箱线图并排，可直接比较位置、离散程度、偏态与异常值。

5.4 三大抽样分布

5.4.1 χ2 分布

若 Z1, . . . , Zm
i.i.d.∼ N(0, 1)，则

V = Z2
1 + · · ·+ Z2

m ∼ χ2(m),

其密度为

fV (v) =
1

2m/2Γ(m/2)
vm/2−1e−v/2, v > 0.

5.4.2 t 分布

若 Z ∼ N(0, 1)、V ∼ χ2(n) 且二者独立，则

T =
Z√
V /n

∼ t(n).
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推导：t 密度

令 Y = T = Z/
√
V /n、W = V，则 Z = Y

√
W/n，Jacobian 为

√
W/n。于是

fY (y) =

∫ ∞

0

1√
2π
e−y2w/(2n)w

n/2−1e−w/2

2n/2Γ(n/2)

√
w

n
dw

=
1√

nπ 2(n+1)/2Γ(n/2)

∫ ∞

0

w(n+1)/2−1 exp
[
−1

2

(
1 +

y2

n

)
w

]
dw.

令 z = 1
2 (1 + y2/n)w，使用 Gamma 积分，

fY (y) =
Γ((n+ 1)/2)√
nπ Γ(n/2)

(
1 +

y2

n

)−(n+1)/2

.

当 n→ ∞ 时，Gamma 函数比值与幂函数分别趋向相应正态常数和 e−y2/2，故 t(n) 渐近于 N(0, 1)。

由正态样本的独立性结论，
X̄ − µ

S/
√
n

∼ t(n− 1).

5.4.3 F 分布

若 V1 ∼ χ2(m)、V2 ∼ χ2(n) 相互独立，则

F =
V1/m

V2/n
∼ F (m,n).

推导：F 密度

取 Y1 = (V1/m)/(V2/n)、Y2 = V2，则 V1 = (m/n)Y1Y2，Jacobian 为 (m/n)Y2。代入两个卡方密度并

对 Y2 积分：

fY1(y) =
(m/n)m/2

2(m+n)/2Γ(m/2)Γ(n/2)
ym/2−1

·
∫ ∞

0

u(m+n)/2−1 exp
[
−1

2

(
1 +

m

n
y
)
u

]
du

=
Γ((m+ n)/2)

Γ(m/2)Γ(n/2)

(m
n

)m/2

ym/2−1
(
1 +

m

n
y
)−(m+n)/2

, y > 0.

x

χ2

x

t

x

F

图：三大抽样分布的典型密度形状

若有两组独立正态样本

X1, . . . , Xm ∼ N(µ1, σ
2
1), Y1, . . . , Yn ∼ N(µ2, σ

2
2),

则
S2
X/σ2

1

S2
Y /σ

2
2

∼ F (m− 1, n− 1).

特别地，当 σ1 = σ2 时，S2
X/S2

Y ∼ F (m− 1, n− 1)。若还假设共同方差，可取合并方差

S2
p =

∑m
i=1(Xi − X̄)2 +

∑n
j=1(Yj − Ȳ )2

m+ n− 2
,

53

lim
99913



第五章 统计量及其分布 概率论与数理统计

并有
(X̄ − Ȳ )− (µ1 − µ2)

Sp

√
1/m+ 1/n

∼ t(m+ n− 2).

5.5 稳健统计量

Fisher 型离散程度用平方偏差

S2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2,

计算方便、适合实验设计，但少量远离中心的数据会因平方而产生很大影响。Eddington 型统计量改用绝对

偏差
1

n

n∑
i=1

|Xi − X̄|,

对离群点更稳健。若 Xi
i.i.d.∼ N(µ, σ2)，则

Xi − X̄ ∼ N

(
0,
n− 1

n
σ2

)
.

由 Y ∼ N(0, τ2) 时

E|Y | = 2√
2πτ

∫ ∞

0

ye−y2/(2τ2) dy =

√
2

π
τ,

得到

E
n∑

i=1

|Xi − X̄| =
√

2

π

√
n(n− 1)σ.

故可构造

σ̂Edd =

√
π

2

1√
n(n− 1)

n∑
i=1

|Xi − X̄|, Eσ̂Edd = σ.

离群点可能来自测量误差，也可能来自模型中尚未认识的影响因素。稳健统计的目标，是使少量异常观测不

至于支配整个估计结果。

5.6 充分统计量

定义：充分性

设总体分布为 F (x; θ)，统计量 T = T (X1, . . . , Xn)。若给定 T = t 后样本的条件分布不依赖于 θ，则称

T 是关于 θ 的充分统计量。

例：二项模型中的充分性

设 Xi
i.i.d.∼ Bernoulli(θ)，T =

∑
Xi。给定 T = t，任何恰含 t 个 1 的样本序列都有

Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = xn | T = t) =
θt(1− θ)n−t(
n
t

)
θt(1− θ)n−t

=
1(
n
t

) ,
其中不含 θ，故 T 充分。

例：正态总体

对 N(µ, σ2) 总体，T = (X̄, S2) 关于 (µ, σ2) 充分。几何上，固定 X̄ = x̄ 与 S2 = s2 后，样本向量位于

均值超平面内半径为
√
(n− 1)s2 的球面上。以正交坐标

y1 =
√
n x̄, y22 + · · ·+ y2n = (n− 1)s2
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表示，再令残差坐标写成球坐标

(y2, . . . , yn) = ru(θ1, . . . , θn−2),

Jacobian 分解为 rn−2J(θ)。联合密度中的参数只出现在

exp
[
− (

√
n x̄−

√
nµ)2

2σ2
− (n− 1)s2

2σ2

]
,

而给定 (X̄, S2) 后，角度变量的条件密度只与 J(θ) 有关，更明确地说，它可写为

f(θ | X̄ = x̄, S2 = s2) =
J(θ)∫
J(u) du ,

不再含 µ, σ2。

结论：因子分解定理

设样本联合密度或概率质量函数为 f(x; θ)。统计量 T 关于 θ 充分，当且仅当存在函数 g, h，使

f(x; θ) = g(T (x); θ)h(x),

其中 g 可含 θ，h 不含 θ。

例：均匀总体

若 Xi
i.i.d.∼ U(0, θ)，则

f(x; θ) = θ−n1{X(n)≤θ}1{X(1)≥0}.

按因子分解定理，X(n) 是关于 θ 的充分统计量。

若 T 充分而 S = φ(T ) 保留了确定 T 所需的信息，例如 T = ψ(S)，则仍可由因子分解直接验证 S 充

分。

♦充分统计量只回答“是否丢失关于参数的信息”，并不自动保证维数最小。最小充分统计量、完备性以

及 Rao–Blackwell 改进是进一步研究估计量结构的工具。

55

lim
99913



第六章 参数估计

6.1 估计问题与点估计

统计模型写作

{F (x; θ) : θ ∈ Θ},

其中 Θ 为参数空间。估计的对象可以是参数本身、参数的函数 ψ(θ)，也可以是与分布有关的其他数字特征。

定义：估计量与估计值

由样本构造的统计量

ψ̂ = g(X1, . . . , Xn)

称为 ψ(θ) 的估计量；代入一组观测值后所得数值称为估计值。

点估计用一个数 θ̂ 估计 θ；区间估计则构造随机区间 [θ̂L, θ̂U ]，使它以指定概率覆盖未知参数。

6.2 估计量的评价

6.2.1 无偏性与渐近无偏性

定义：无偏估计

若对所有 θ ∈ Θ 都有

Eθ(ψ̂) = ψ(θ),

则称 ψ̂ 是 ψ(θ) 的无偏估计。若仅有

lim
n→∞

Eθ(ψ̂n) = ψ(θ),

则称其渐近无偏。

对 N(µ, σ2) 总体，

X̄ 是µ 的无偏估计, S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 是σ2 的无偏估计.

相反，S2
n = 1

n

∑
(Xi − X̄)2 有偏，因为 ES2

n = (n− 1)σ2/n。

推导：正态总体中 σ 的无偏估计

自然的
√
S2 并不无偏。由

Y =
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)
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及卡方密度，

E
√
Y =

∫ ∞

0

y1/2
y(n−1)/2−1e−y/2

2(n−1)/2Γ((n− 1)/2)
dy

=
√
2

Γ(n/2)

Γ((n− 1)/2)
.

又
√
S2 = σ

√
Y /(n− 1)，故

E
√
S2 =

√
2

n− 1

Γ(n/2)

Γ((n− 1)/2)
σ.

于是

σ̂ =

√
n− 1

2

Γ((n− 1)/2)

Γ(n/2)

√
S2

是 σ 的无偏估计。

无偏估计未必总存在。若要估计 N(µ, σ2) 中的 µ2，

E(X̄2) = µ2 +
σ2

n
,

所以在 σ2 未知时可用

µ̂2 = X̄2 − 1

n
S2

作无偏估计。它可能取负值；这不与无偏性矛盾，因为无偏性只约束期望。把它截断为 max(µ̂2, 0) 后不再保

持无偏。

例：不存在无偏估计的情形

若 Xi ∼ Bernoulli(p)，任意统计量 g(X1, . . . , Xn) 的期望都是

1∑
x1=0

· · ·
1∑

xn=0

g(x1, . . . , xn)p
x1+···+xn(1− p)n−(x1+···+xn),

因此是 p 的次数不超过 n 的多项式。若 ψ(p) 不是这种多项式，例如 ψ(p) = 1/p，就不存在基于固定样

本量 n 的无偏估计。

6.2.2 有效性

定义：有效性比较

设 ψ̂1, ψ̂2 都是 ψ(θ) 的无偏估计。若对所有 θ，

Varθ(ψ̂1) ≤ Varθ(ψ̂2),

并至少在一个 θ0 处严格小于，则称 ψ̂1 比 ψ̂2 有效。

例如对 N(µ, σ2) 总体，

µ̂1 = X̄, µ̂2 = X1

均无偏，但

Var(µ̂1) =
σ2

n
< σ2 = Var(µ̂2) (n > 1).
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例：U(0, θ) 中两个无偏估计的比较

记 X(n) = maxiXi。因为

fX(n)
(y) =

nyn−1

θn
, 0 < y < θ,

所以

EX(n) =
n

n+ 1
θ, EX2

(n) =
n

n+ 2
θ2,

Var(X(n)) =
n

(n+ 1)2(n+ 2)
θ2.

两个无偏估计为

θ̂1 =
n+ 1

n
X(n), θ̂2 = 2X̄.

它们的方差分别为

Var(θ̂1) =
θ2

n(n+ 2)
, Var(θ̂2) = 4

θ2/12

n
=
θ2

3n
.

当 n > 1 时 θ̂1 更有效。

6.2.3 均方误差

定义：均方误差

MSEθ(θ̂) = Eθ(θ̂ − θ)2.

加上并减去 Eθ̂，交叉项期望为零，得到偏差–方差分解

MSE(θ̂) = Var(θ̂) +
(
Eθ̂ − θ

)2
.

所以有偏估计也可能以较小方差换取更小 MSE。

例：有偏缩减可降低 MSE

仍在 U(0, θ) 中，考虑 θ̃ = dX(n)。由上面的矩，

MSE(θ̃)
θ2

= d2
n

(n+ 1)2(n+ 2)
+

(
nd

n+ 1
− 1

)2

.

对 d 求导可得最优

d =
n+ 2

n+ 1
, MSE(θ̃) = θ2

(n+ 1)2
.

这小于无偏估计 n+1
n X(n) 的 θ2/[n(n+ 2)]。放弃一点无偏性，反而降低了总体误差。

6.2.4 相合性

定义：相合估计

若对任意 ε > 0，

Pθ(|θ̂n − θ| ≥ ε) −→ 0,

则称 θ̂n 是 θ 的相合估计。

结论：一个常用充分条件

若

Eθ θ̂n → θ, Varθ(θ̂n) → 0,
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则由 Chebyshev 不等式，θ̂n
P−→ θ。

若 θ̂1n, . . . , θ̂kn 分别相合估计 θ1, . . . , θk，且 g 连续，则

g(θ̂1n, . . . , θ̂kn)
P−→ g(θ1, . . . , θk).

例如 X̄ 与 S2 分别相合估计 µ 与 σ2；U(0, θ) 中 X(n) 也相合，因为其期望趋于 θ、方差趋于零。若 X̄ 相合

估计 µ，则 X̄2 相合估计 µ2，尽管 X̄2 对有限 n 一般有偏。

6.3 矩估计

6.3.1 基本方法

总体前 k 阶矩

µj(θ1, . . . , θk) = Eθ(X
j)

是参数的函数。矩估计用样本矩

Aj =
1

n

n∑
i=1

Xj
i

替换 µj，解方程

Aj = µj(θ1, . . . , θk), j = 1, . . . , k.

若 ψ = g(θ1, . . . , θk)，再用不变代入

ψ̂ = g(θ̂1, . . . , θ̂k).

例：指数分布

若 X ∼ Exp(λ)，EX = 1/λ，则

λ̂1 =
1

X̄
.

也可利用 Var(X) = 1/λ2 得到

λ̂2 =
1√
S2
n

.

不同矩方程可能产生不同估计量，需要再用方差、偏差或 MSE 比较。

例：均匀分布 U(a, b)

EX =
a+ b

2
, Var(X) =

(b− a)2

12
.

以 X̄ 和 S2
n 代替，解得

â = X̄ −
√
3S2

n, b̂ = X̄ +
√

3S2
n.

6.3.2 广义矩关系

矩估计并不限于普通幂函数。若密度属于

fθ(x) = e−V (x)

一类，其中 V 为偶次多项式且最高次系数为正，则由边界项消失，

0 =

∫
R

d
dx
(
xne−V (x)

)
dx =

∫
R

[
nxn−1 − xnV ′(x)

]
e−V (x) dx.

这给出总体矩之间的递推关系。若 V (x) = a0+a1x+ · · ·+akxk，可利用若干递推式和样本矩解出 a1, . . . , ak；

归一化条件再确定 a0。
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6.4 最大似然估计

6.4.1 似然函数

对观测 x = (x1, . . . , xn)，似然函数把样本固定、把参数视为变量：

L(θ;x) =


n∏

i=1

f(xi; θ), 连续总体,

n∏
i=1

Pθ(Xi = xi), 离散总体.

使 L 最大的参数值称为最大似然估计。通常改求 ℓ(θ) = logL(θ) 的最大值；对数是单调函数，不改变极大

点，却把乘积化成求和。

例：最大似然的直观

有两个盒子：甲盒中红球比例为 0.99，乙盒中红球比例为 0.01。随机选定一个盒子后有放回地抽十次，

结果十次全为红球。若模型只允许 θ ∈ {甲,乙}，则

L(甲) = 0.9910, L(乙) = 0.0110.

观测数据在甲模型下远更可能，因此最大似然原则选择甲盒。

例：Bernoulli 模型

若 Xi ∼ Bernoulli(p)，则

L(p) = p
∑

xi(1− p)n−
∑

xi = pnx̄(1− p)n(1−x̄).

ℓ′(p) =
nx̄

p
− n(1− x̄)

1− p
= 0 =⇒ p̂ = x̄.

而

ℓ′′(p̂) = − n

x̄(1− x̄)
< 0,

所以确为极大点。

例：正态总体

令 t = σ2。对 N(µ, t)，

ℓ(µ, t) = − 1

2t

n∑
i=1

(xi − µ)2 − n

2
log t− n

2
log(2π).

得分方程为
∂ℓ

∂µ
=

1

t

n∑
i=1

(xi − µ) = 0,

∂ℓ

∂t
=

1

2t2

n∑
i=1

(xi − µ)2 − n

2t
= 0.

故

µ̂MLE = X̄, σ̂2MLE =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 = S2
n.

必要时再由 Hessian 或边界行为确认它是极大点。

60

lim
99913



概率论与数理统计 第六章 参数估计

例：均匀总体的边界极大

若 Xi ∼ U(0, θ)，则

L(θ) = θ−n1{0≤X(1)≤X(n)≤θ}.

在允许区域 θ ≥ X(n) 上，θ−n 单调下降，所以

θ̂MLE = X(n).

这里似然因指示函数而不光滑，不能机械地令导数为零。

结论：最大似然估计的不变性

若 θ̂ 是 θ 的 MLE，则在通常的良定义条件下，g(θ̂) 是 g(θ) 的 MLE。例如正态总体中

µ̂2
MLE = X̄2, σ̂MLE =

√
S2
n.

6.4.2 得分、Fisher 信息与渐近正态性

单个观测的得分函数为

Sθ(X) =
∂

∂θ
log f(X; θ).

在可交换求导与积分且支持集不依赖参数等正则条件下，

EθSθ(X) =

∫
∂ log f(x; θ)

∂θ
f(x; θ) dx =

∫
∂f(x; θ)

∂θ
dx = 0.

Fisher 信息为

I(θ) = Eθ[Sθ(X)2] = −Eθ

[
∂2

∂θ2
log f(X; θ)

]
.

对向量参数 θ，信息矩阵写作

I(θ) = E
[
∇θ log f(X;θ)∇θ log f(X;θ)T] .

结论：MLE 的渐近正态性

在相合性、可微性、可识别性等正则条件下，

√
n(θ̂n − θ)

d−→ N

(
0,

1

I(θ)

)
,

即大样本下

θ̂n
approx∼ N

(
θ,

1

nI(θ)

)
.

复杂模型中的似然方程未必有解析解，实际常借助数值优化求解。

♦当直接最大化含隐变量或缺失数据的似然较困难时，EM 算法交替进行：E 步计算给定当前参数的完

全数据对数似然条件期望，M 步最大化该期望。每次迭代不会降低观测数据似然，但可能收敛到局部极大点。

6.5 ♦最小方差无偏估计

在所有无偏估计中方差处处最小者称为一致最小方差无偏估计（UMVUE）。充分性说明如何压缩样本，

完备性则可保证无偏函数的唯一性。若 T 充分，任一无偏估计 U 经

Ũ = E(U | T )
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改进后仍无偏，且 Var(Ũ) ≤ Var(U)；这就是 Rao–Blackwell 思想。对满足正则条件的无偏估计，还有

Cramér–Rao 下界

Varθ(θ̂) ≥
1

nI(θ)
.

6.6 Bayes 估计

6.6.1 先验、似然与后验

频率派把 θ 看作固定但未知的数；Bayes 方法把参数空间视为概率空间，令 θ 具有先验分布 π(θ)。数据

的条件分布仍为似然 p(x | θ)，联合密度为

h(x, θ) = p(x | θ)π(θ).

边际密度

m(x) =

∫
Θ

h(x, θ) dθ

是观测数据的无条件分布。Bayes 公式给出后验

π(θ | x) = p(x | θ)π(θ)∫
Θ
p(x | u)π(u) du.

先验 π(θ) 数据 x 后验 π(θ | x)
似然 p(x | θ) Bayes 公式

继续观测

图：Bayes 更新：先验经由数据变成后验

在平方损失下，Bayes 估计是后验均值

θ̂B = E(θ | x).

例：Bernoulli 样本与均匀先验

设 Xi | θ ∼ Bernoulli(θ)，θ ∼ U(0, 1)，并记 S =
∑n

i=1Xi。联合密度的参数部分为

h(x, θ) = θS(1− θ)n−S , 0 < θ < 1.

由 Beta 函数

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−1 dt = Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

得到

θ | x ∼ Beta(S + 1, n− S + 1),

π(θ | x) = (n+ 1)

(
n

S

)
θS(1− θ)n−S .

因此平方损失下

θ̂B = E(θ | x) = S + 1

n+ 2
.

即使 S = n，估计仍为 (n+ 1)/(n+ 2)，不会武断地等于 1。

例：正态–正态共轭

设

Xi | θ ∼ N(θ, τ2), θ ∼ N(µ0, σ
2
0),
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其中 τ2, µ0, σ
2
0 已知。把似然和先验中关于 θ 的二次项配方，得到后验仍为正态：

θ | X ∼ N(µn, σ
2
n),

σ2
n =

1

σ−2
0 + nτ−2

, µn =
µ0/σ

2
0 + nX̄/τ2

1/σ2
0 + n/τ2

.

后验均值是先验均值与样本均值按“精度”加权的结果。

6.7 区间估计

6.7.1 置信区间与可信区间

定义：频率派置信区间

若随机区间 [θ̂L, θ̂U ] 满足对所有 θ ∈ Θ，

Pθ{θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U} ≥ 1− α,

则称它为置信水平 1− α 的双侧置信区间。

也可构造单侧置信下限或上限。若两端漏掉的概率均为 α/2，称为等尾置信区间；若在覆盖率约束下区

间长度最小，称为最短置信区间。

Bayes 可信区间在已经观测数据后满足

P(θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U | x) = 1− α.

两者形式相近，概率解释却不同：频率派的参数固定、区间随机；Bayes 方法在后验分布下直接讨论参数的

条件概率。

θ

π(θ | x)

θ̂L
θ̂U

图：后验分布下概率为 1− α 的可信区间

6.7.2 枢轴量法

定义：枢轴量

若 G = G(X, θ) 的分布不依赖未知参数，则称 G 为枢轴量。

构造区间的步骤是：

1. 选择含 θ 的枢轴量 G(X, θ)；

2. 找常数 c, d，使 P(c ≤ G ≤ d) = 1− α；

3. 把不等式反解为 θ̂L(X) ≤ θ ≤ θ̂U (X)。
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c d

1− α

图：枢轴量的中央概率区间

例：U(0, θ) 的区间

最大次序统计量密度为

fX(n)
(x) =

nxn−1

θn
, 0 < x < θ.

令

Y =
X(n)

θ
,

则 fY (y) = nyn−1、FY (y) = yn，分布与 θ 无关。若 0 < c < d < 1 且

P(c ≤ Y ≤ d) = dn − cn = 1− α,

则
X(n)

d
≤ θ ≤

X(n)

c
.

区间长度为

L = X(n)

(
1

c
− 1

d

)
.

在 dn − cn = 1− α 下令 d = (1− α+ cn)1/n，于是

d′(c) =
cn−1

dn−1
, L′(c) = − 1

c2
+
cn−1

dn+1
=
cn+1 − dn+1

c2dn+1
< 0.

故长度随 c 增大而减小，最短区间在允许的最大 c，亦即边界 d = 1 处取得：[
X(n),

X(n)

α1/n

]
.

若要求等尾，则

c =
(α
2

)1/n
, d =

(
1− α

2

)1/n
.

6.7.3 正态总体的区间估计

方差已知，估计均值

Z =
X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1).

标准正态密度对称，最短的固定概率区间为中央区间，故

Φ(d)− Φ(c) = 1− α =⇒ d′(c) =
ϕ(c)

ϕ(d)
= e(d

2−c2)/2.

若最小化标准化长度 d− c，驻点条件 d′(c)− 1 = 0 给出 d2 = c2；因 c < d，必须有 c = −d。故

µ ∈
[
X̄ − u1−α/2

σ√
n
, X̄ + u1−α/2

σ√
n

]
的置信水平为 1− α。
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方差未知，估计均值

T =
X̄ − µ

S/
√
n

∼ t(n− 1),

于是

µ ∈
[
X̄ − t1−α/2(n− 1)

S√
n
, X̄ + t1−α/2(n− 1)

S√
n

]
.

均值未知，估计方差

Y =
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1).

等尾区间为

σ2 ∈

[
(n− 1)S2

χ2
1−α/2(n− 1)

,
(n− 1)S2

χ2
α/2(n− 1)

]
.

由于卡方密度不对称，等尾区间一般不等于最短区间。若求最短区间，需要在

Fχ2(d)− Fχ2(c) = 1− α

下最小化 1/c− 1/d。

6.7.4 二项比例的大样本区间

若 Xi ∼ Bernoulli(p)，X̄ 近似满足

X̄ − p√
p(1− p)/n

approx∼ N(0, 1).

令 λ = u21−α/2/n，直接解不等式
n(X̄ − p)2

p(1− p)
≤ u21−α/2

得到 Wilson 区间

p ∈
X̄ + λ/2 ± u1−α/2

√
X̄(1− X̄)/n+ λ/(4n)

1 + λ
.

当 n 大时，它近似为熟悉的

X̄ ± u1−α/2

√
X̄(1− X̄)

n
.

若希望近似区间长度不超过 L0，利用 p(1− p) ≤ 1/4 可作保守设计：

L ≲
u1−α/2√

n
≤ L0 =⇒ n ≥

(
u1−α/2

L0

)2

.

6.7.5 两个正态总体的均值差

设两组样本相互独立，

X1, . . . , Xn ∼ N(µ1, σ
2
1), Y1, . . . , Ym ∼ N(µ2, σ

2
2).

目标是估计 µ1 − µ2。根据 σ1, σ2 是否已知、未知时是否可认为相等，可分别使用正态枢轴量、合并方差 t

枢轴量，或自由度近似的 Welch 枢轴量。若已知 σ1 = cσ2，也可把共同尺度提取后重新构造枢轴量。
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7.1 统计假设的三种观点

7.1.1 参数模型

设参数空间为 Θ ⊂ Rd。对每个 θ ∈ Θ，给定一个分布 F (x; θ)。在概率空间 (Ω,F ,P) 上取随机变量

Xi : Ω → R，并有

X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ F (x; θ).

假设检验是在这样的参数模型中，对总体参数提出假设，再由样本作出判断。

Fisher 观点 提出 θ ∈ Θ0，再用数据判断这个命题是否受到支持。

Neyman–Pearson 观点 把检验看作决策问题：给出 H0（零假设）与 H1（对立假设），再把两者分别与

决策行动联系起来。

Bayes 观点 在参数空间上引入先验，由数据得到后验密度 π(θ | x)；若 P(θ ∈ Θ0 | x) ≥ 1− α，则按这一

标准接受相应假设。

7.1.2 女士品茶

例：女士品茶

十杯茶中五杯先加奶、五杯先加茶，而且这一配制结果已经确定。女士需要判断每杯的配制次序，结果

两类各判断正确四杯，共判断正确八杯。

在 Fisher 的观点下，取

H0 : 女士不具备鉴别能力.

若 H0 成立，她的选择相当于从十杯中随机指出五杯。两类各判断正确四杯的概率为

PH0
(两类各对四杯) =

(
5
4

)(
5
1

)(
10
5

) =
25

252
≈ 10% > 5%.

因此这组数据不足以支持她具有鉴别能力。若十杯全部判断正确，其概率为 1/
(
10
5

)
= 1/252 < 5%，才

会达到通常的显著性标准。

在 Neyman–Pearson 的观点下，写成 H0：“不具备鉴别能力”与 H1：“具备鉴别能力”，并分别联系行动：

H0 一侧不作进一步处理，H1 一侧接受相应说明或继续实验。

7.1.3 假设的形式

原假设与对立假设分别写为

H0 : θ ∈ Θ0, H1 : θ ∈ Θ1, Θ0 ∩Θ1 = ∅.
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这里并不强求 Θ0 ∪Θ1 = Θ。常见形式包括

θ = θ0, θ ≤ θ0, θ > θ0.

若假设中的参数集合只有一个点，称为简单假设；否则称为 复合假设。

7.1.4 Fisher 情形：p 值

选择统计量

T = T (X1, . . . , Xn),

使 T 越大表示样本越偏离 H0。对观测值 x = (x1, . . . , xn)，定义

p(x) = sup
θ∈Θ0

Pθ{T (X) ≥ T (x)}.

它表示：在 H0 允许的参数中，出现当前统计量或更极端统计量的最大概率。p(x) 越小，说明观测 x 在 H0

下越不典型；通常当

p(x) < 0.05

时，认为数据无法支持 H0。

7.1.5 Neyman–Pearson 情形：拒绝域

记随机样本向量与它的观测值为

X = (X1, . . . , Xn), x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

在样本空间中选取一个区域 W：

x ∈W =⇒ 拒绝H0，接受H1, x /∈W =⇒ 不拒绝H0.

W 称为拒绝域。若选取统计量 T (X)，常把它写成

W = {x ∈ Rn : T (x) > c}.

观测结果 θ ∈ Θ0 θ ∈ Θ1

x ∈W 第一类错误 正确

x /∈W 正确 第二类错误

7.1.6 两类错误与功效函数

第一类错误概率为

α(θ) = Pθ(X ∈W ), θ ∈ Θ0.

第二类错误概率为

β(θ) = Pθ(X /∈W ) = 1− Pθ(X ∈W ), θ ∈ Θ1.

定义功效函数

g(θ) = Pθ(X ∈W ), θ ∈ Θ,

则

α(θ) = g(θ) (θ ∈ Θ0), β(θ) = 1− g(θ) (θ ∈ Θ1).

实际构造拒绝域时，先尽量使第一类错误小，通常要求

sup
θ∈Θ0

α(θ) ≤ α0,

其中常取 α0 = 0.05；在这一约束下，再考察第二类错误。
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推导：由功效函数确定临界值

设

Xi ∼ N(µ, σ2
0), H0 : µ > µ0, H1 : µ ≤ µ0,

并取拒绝域 W = {X̄ ≤ c}。因为 X̄ ∼ N(µ, σ2
0/n)，故

g(µ) = Pµ(X̄ ≤ c)

= Pµ

(
X̄ − µ

σ0/
√
n
≤ c− µ

σ0/
√
n

)
= Φ

(
c− µ

σ0/
√
n

)
.

它随 µ 单调下降，因此 H0 内最大的第一类错误出现在边界 µ ↓ µ0。令该极限等于 α0，则

Φ

(
c− µ0

σ0/
√
n

)
= α0,

从而

c = µ0 +
σ0√
n
uα0

.

这里 uq 表示标准正态分布的下侧 q 分位数。

7.2 正态总体参数的假设检验

以下统一记 uq、tq(ν)、χ2
q(ν) 为相应分布的下侧 q 分位数。这里沿着前面的两条思路同时往下走：先由

Neyman–Pearson 的方法控制第一类错误并确定拒绝域，再计算 Fisher 意义下的 p 值，衡量观测结果对 H0

的偏离程度。

7.2.1 方差已知时均值的 Z 检验

设

X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2

0),

其中 σ2
0 已知。边界零假设下的标准化统计量为

U =
X̄ − µ0

σ0/
√
n

∼ N(0, 1).

I. H0 : µ ≤ µ0 对 H1 : µ > µ0 当 µ 增大时，X̄ 整体向右移动，因此取 U 较大时拒绝 H0。先设拒绝域为

WI = {U ≥ c}.

其功效函数为

g(µ) = Pµ(U ≥ c) = 1− Φ

(
c− µ− µ0

σ0/
√
n

)
,

它随 µ 单调增加。因此在复合零假设 µ ≤ µ0 中，第一类错误概率在边界 µ = µ0 处最大。令边界上的第一

类错误等于 α：

Pµ0(U ≥ c) = α,

便有 c = u1−α，故

WI = {U ≥ u1−α} =

{
X̄ ≥ µ0 +

σ0√
n
u1−α

}
,

这就是 Neyman–Pearson 意义下的拒绝域。
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再从 Fisher 的观点计算 p 值。记

uobs =
x̄− µ0

σ0/
√
n
.

在 H0 中，右尾概率仍在边界 µ = µ0 处最大，所以

pI = sup
µ≤µ0

Pµ(U ≥ uobs) = 1− Φ(uobs).

II. H0 : µ ≥ µ0 对 H1 : µ < µ0 这时较小的 U 才反对 H0。由正态分布的对称性，或完全重复上面的功

效函数计算，可得

WII = {U ≤ uα} =

{
X̄ ≤ µ0 +

σ0√
n
uα

}
.

Fisher 意义下的左尾概率为

pII = sup
µ≥µ0

Pµ(U ≤ uobs) = Φ(uobs).

III. H0 : µ = µ0 对 H1 : µ 6= µ0 两侧的偏离都构成反对 H0 的证据，因而取统计量 |U |。在 H0 下，

U ∼ N(0, 1)，把显著性水平 α 平分到两侧，得到

WIII = {|U | ≥ u1−α/2}.

对应的 p 值为

pIII = Pµ0
(|U | ≥ |uobs|) = 2

[
1− Φ(|uobs|)

]
.

IV、V. 单点零假设的单侧备择 若把 I、II 中的复合零假设分别缩成单点，得到

IV : H0 : µ = µ0, H1 : µ > µ0,

V : H0 : µ = µ0, H1 : µ < µ0.

由于上面功效函数关于 µ 的单调性，I 的最不利点本来就在 µ0，所以 IV 与 I 使用同一个拒绝域；同理，V
与 II 使用同一个拒绝域。这也解释了为什么单侧检验的零假设常写成含等号的复合形式，而临界值仍只需

在边界点计算。

7.2.2 方差未知时均值的 t 检验

当 σ2 未知时，以样本标准差

S =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

替代 σ，并取

T =
X̄ − µ0

S/
√
n

∼ t(n− 1) (H0 的边界上).

记观测值为 tobs。与方差已知时完全相同，只需把标准正态分位数换成 t(n− 1) 分位数。

I. H0 : µ ≤ µ0 对 H1 : µ > µ0

WI = {T ≥ t1−α(n− 1)}, pI = 1− Ftn−1
(tobs).

II. H0 : µ ≥ µ0 对 H1 : µ < µ0

WII = {T ≤ tα(n− 1)}, pII = Ftn−1
(tobs).
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III. H0 : µ = µ0 对 H1 : µ 6= µ0

WIII = {|T | ≥ t1−α/2(n− 1)},

pIII = 2
[
1− Ftn−1

(|tobs|)
]
,

其中 Ftn−1
是自由度 n− 1 的 t 分布函数。和前面一样，单点零假设配单侧备择时，拒绝域分别与 I、II 相

同。

7.2.3 假设检验与区间估计的关系

双侧 t 检验的不拒绝域为 ∣∣∣∣X̄ − µ0

S/
√
n

∣∣∣∣ < t1−α/2(n− 1).

把不等式改写为关于 µ0 的条件，得到

X̄ − t1−α/2(n− 1)
S√
n
< µ0 < X̄ + t1−α/2(n− 1)

S√
n
.

这恰好表示 µ0 落在置信水平 1 − α 的双侧置信区间内。同理，右侧检验 H0 : µ ≤ µ0 的不拒绝条件，对应

于单侧置信下限

µL = X̄ − t1−α(n− 1)
S√
n
.

所以置信区间可以理解为：所有在相应显著性水平下不会被拒绝的参数值所成的集合。

7.2.4 正态总体方差的检验

设均值未知。检验 σ2 = σ2
0 时使用枢轴量

Q =
(n− 1)S2

σ2
0

∼ χ2(n− 1).

记观测值为 qobs。

I. H0 : σ2 ≤ σ2
0 对 H1 : σ2 > σ2

0 样本方差过大时拒绝 H0，所以

WI = {Q ≥ χ2
1−α(n− 1)}, pI = 1− Fχ2

n−1
(qobs).

II. H0 : σ2 ≥ σ2
0 对 H1 : σ2 < σ2

0 样本方差过小时拒绝 H0，所以

WII = {Q ≤ χ2
α(n− 1)}, pII = Fχ2

n−1
(qobs).

III. H0 : σ2 = σ2
0 对 H1 : σ2 6= σ2

0 把显著性水平分配到卡方分布的两端，得到

WIII = {Q ≤ χ2
α/2(n− 1)} ∪ {Q ≥ χ2

1−α/2(n− 1)},

pIII = 2min
{
Fχ2

n−1
(qobs), 1− Fχ2

n−1
(qobs)

}
.

7.3 其他分布参数的假设检验

7.3.1 指数分布均值参数

设

Xi ∼ Exp(1/θ), EXi = θ,

并记 S =
∑n

i=1Xi。由 Gamma 分布的可加性，

S ∼ Ga(n, 1/θ), fS(s) =
(1/θ)n

Γ(n)
sn−1e−s/θ, s > 0.
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推导：从 Gamma 分布变换到卡方分布

令

Y =
2S

θ
, S =

θ

2
Y,

∣∣∣∣ ds
dy

∣∣∣∣ = θ

2
.

于是

fY (y) = fS

(
θ

2
y

)
θ

2

=
(1/θ)n

Γ(n)

(
θ

2
y

)n−1

e−y/2 θ

2

=
1

2nΓ(n)
yn−1e−y/2, y > 0.

这正是自由度 2n 的卡方密度，故
2S

θ
∼ χ2(2n).

考虑

H0 : θ ≤ θ0, H1 : θ > θ0.

S 越大越支持 H1，且 Pθ(S ≥ c) 随 θ 增加，故零假设内的最不利点是 θ = θ0。令边界上的右尾概率为 α，

得到

Pθ0

(
2S

θ0
≥ χ2

1−α(2n)

)
= α.

因此

W =

{
2S

θ0
≥ χ2

1−α(2n)

}
.

等价地，对给定样本，所有满足

θ0 ≤ 2S

χ2
1−α(2n)

的零假设边界都会落入拒绝区域。这样写也说明了临界值随样本和分位数如何产生。

7.3.2 Bernoulli 分布的成功概率

设 Xi ∼ Bernoulli(p)，则

S =

n∑
i=1

Xi ∼ Bin(n, p).

对

H0 : p ≤ p0, H1 : p > p0,

自然取 W = {S ≥ c}。第一类错误函数为

α(p; c) = Pp(S ≥ c) =

n∑
k=c

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

推导：二项分布上尾概率的单调性

使用恒等式 k
(
n
k

)
= n

(
n−1
k−1

)
和 (n− k)

(
n
k

)
= n

(
n−1
k

)
，逐项求导：

∂α

∂p
= n

n∑
k=c

(
n− 1

k − 1

)
pk−1(1− p)n−k

− n

n−1∑
k=c

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−k−1.
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第一项令 j = k − 1 后，与第二项从 j = c 到 n− 1 的部分逐项抵消，只留下 j = c− 1 的首项，因此

∂α

∂p
= n

(
n− 1

c− 1

)
pc−1(1− p)n−c > 0.

故上尾概率随 p 严格增加，零假设内最大第一类错误在 p = p0 取得。

选择最小整数 c0，使

Pp0
(S ≥ c0) ≤ α0, Pp0

(S ≥ c0 − 1) > α0.

由于离散性，实际检验水平可能严格小于 α0。在 p > p0 上，

β(p) = Pp(S < c0) = 1− α(p; c0)

随 p 单调下降。样本量较大时，可由中心极限定理把标准化的 S 近似为标准正态变量，从而转化为近似 Z

检验。

7.4 似然比与拟合优度

7.4.1 广义似然比检验

对 H0 : θ ∈ Θ0 与 H1 : θ ∈ Θ \Θ0，定义

Λ(x) =
supθ∈Θ0

L(θ;x)

supθ∈Θ L(θ;x)
=
L(θ̂0;x)

L(θ̂;x)
.

因为分子是在更小的参数空间上取上确界，0 ≤ Λ ≤ 1。Λ 越小，说明零假设的最佳解释仍远逊于完整模型

的最佳解释，故以 {Λ ≤ c} 构造拒绝域。

推导：正态均值的似然比检验化为双侧 t 检验

设 Xi ∼ N(µ, σ2)，检验

H0 : µ = µ0, H1 : µ 6= µ0,

其中 σ2 未知。完整模型中的最大似然估计为

µ̂ = X̄, σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2;

零假设下则只有方差需要极大化，得到

σ̂2
0 =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ0)
2.

在两个极大点处，指数部分都等于 e−n/2，所以

Λ =

[∑n
i=1(Xi − X̄)2∑n
i=1(Xi − µ0)2

]n/2
.

再利用平方和分解

n∑
i=1

(Xi − µ0)
2 =

n∑
i=1

[(Xi − X̄) + (X̄ − µ0)]
2

=

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 + n(X̄ − µ0)
2,
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其中交叉项因
∑

i(Xi − X̄) = 0 消失。于是

Λ =

[
1 +

(X̄ − µ0)
2

1
n

∑n
i=1(Xi − X̄)2

]−n/2

=

(
1 +

T 2

n− 1

)−n/2

, T =
X̄ − µ0

S/
√
n
.

Λ 随 |T | 单调下降，因此“Λ 足够小”等价于“|T | 足够大”，广义似然比检验与双侧 t 检验完全等价。

在适当的正则条件下，Wilks 定理给出

−2 logΛ(X)
d−→ χ2(d), d = dimΘ− dimΘ0.

因此即使 Λ 的有限样本精确分布很难求，也可在大样本下使用卡方分布确定临界值。

7.4.2 Pearson 卡方拟合优度检验

设一次观测落入 k 个类别之一，各类概率为 p1, . . . , pk。在 n 次独立观测中，各类频数满足

(N1, . . . , Nk) ∼ Multinomial(n; p1, . . . , pk),
k∑

i=1

Ni = n.

零假设给出理论概率 pi，相应的期望频数为 Ei = npi。多项分布的矩为

ENi = npi = Ei, Var(Ni) = npi(1− pi),

Cov(Ni, Nj) = −npipj (i 6= j).

令误差向量

ε = (N1 − E1, . . . , Nk − Ek)
T,

为什么不直接计算误差向量的模长？ 一个最直接的想法是用

‖ε‖2 =

k∑
i=1

(Ni − Ei)
2

衡量观测频数与理论频数的距离。但各类误差的自然波动尺度并不相同：Var(Ni) = npi(1− pi) 随 pi 改变。

例如，同样相差 2 次，对期望频数 Ei = 4 的类别可能很显著，对 Ei = 100 的类别却未必异常。另一方面，

由
∑

iNi =
∑

iEi = n 可知
∑

i εi = 0，各分量彼此相关；普通欧氏模长却把它们当作同尺度、相互独立的

坐标。因此需要先写出误差向量的协方差矩阵，并按照它给出的尺度与相关性加权。若协方差矩阵可逆，相

应的距离应为

εTΣ−1ε.

并写

D = diag(p1, . . . , pk), p = (p1, . . . , pk)
T.

则其协方差矩阵为

Σ = n(D − ppT).

由于 D1 = p 且 pT1 = 1，

Σ1 = n(D1− ppT1) = 0.

这对应于约束
∑

i εi = 0，说明 k 个误差中只有 k − 1 个自由方向，也说明 Σ 不能直接求逆。所以下面先用

扰动法处理这个约束，再让扰动趋于零。
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推导：扰动法与 Pearson 统计量

为看清奇异协方差在约束子空间上的二次型，先作一个小扰动，令

k∑
i=1

pi = 1− δ, δ 6= 0.

此时 D − ppT 可逆。由 Sherman–Morrison 公式，

(D − ppT)−1 = D−1 +
D−1ppTD−1

1− pTD−1p
.

注意

D−1p = 1, pTD−1p =

k∑
i=1

pi = 1− δ,

所以

Σ−1 =
1

n

(
D−1 +

1

δ
11T

)
.

从而

εTΣ−1ε =
1

n

(
εTD−1ε+

1

δ
(1Tε)2

)

=

k∑
i=1

ε2i
npi

+
1

nδ

(
k∑

i=1

εi

)2

.

扰动模型中
∑

iEi = n(1− δ)、
∑

iNi = n，故
∑

i εi = nδ，第二项等于 nδ。令 δ → 0，便留下

χ2 =

k∑
i=1

ε2i
npi

=

k∑
i=1

(Ni − Ei)
2

Ei
.

大样本下，多项分布的中心极限定理使误差在 1⊥ 这个 k − 1 维子空间中渐近正态，因此

χ2 d−→ χ2(k − 1).

Pearson 检验的拒绝域为

W = {χ2 ≥ χ2
1−α(k − 1)}.

例：Mendel 豌豆实验

四类豌豆的观测频数为

(315, 108, 101, 32), n = 556,

理论比例为 9 : 3 : 3 : 1，即

p =

(
9

16
,
3

16
,
3

16
,
1

16

)
.

代入 Pearson 统计量得到

χ2 =

4∑
i=1

(Ni − 556pi)
2

556pi
≈ 0.47.

在 α = 0.05 下，χ2
0.95(3) ≈ 7.8，且

p = P{χ2(3) ≥ 0.47} ≈ 0.9254.

观测偏差很小，不能拒绝 9 : 3 : 3 : 1 的理论比例。
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7.4.3 连续总体的拟合优度

要检验连续总体的分布，可先把实轴分成互不相交的区间

Ai = (ai−1, ai], i = 1, . . . , k,

其中 a0 = −∞、ak = +∞。在候选分布函数 F 下，

pi = P(X ∈ Ai) = F (ai)− F (ai−1).

把样本按区间归类后，频数向量就是一个多项分布，可继续使用同一个 Pearson 统计量。

x

f(x)

a1 a2 a3 a4 ak−1

A1
A2

A3 A4

· · ·
Ak

图：把连续总体按区间归类，再检验各区间的理论概率

因此卡方拟合优度检验本质上检验的是整个分布，而不只是某一个参数。分组以后，实际分类概率向量

p 属于有限维参数空间。若连续模型中的参数未知，需要先用样本估计参数；每估计一个独立参数，渐近自

由度通常相应减少一维。

例：实验数据的末位数字

把末位数字 0, 1, . . . , 9 看成十个类别。若记录机制没有末位偏好，零假设为

p0 = p1 = · · · = p9 =
1

10
.

统计各数字的出现次数后，可用 Pearson 统计量检验它们是否与均匀分布相容。

模型必须说明是在观察数据之前指定，还是看过数据之后才提出。例如发现“第 5 类出现最多”后再检验

第 5 类，会忽略事后挑选带来的额外机会；更合适的统计量可能是

Y = max(N1, . . . , Nk),

并在零假设下研究 P(Y ≥ yobs)。统计结论不仅取决于计算，也取决于假设是如何产生的。

7.4.4 ♦参考书补充

♦两个独立正态总体的均值差，可根据方差已知、未知但相等或未知且不等，分别使用 Z 检验、合并方

差 t 检验或 Welch 型检验；成对观测则先取差值，转化为单总体均值检验。

♦二维列联表中的独立性检验同样使用 Pearson 统计量。理论频数由“行边际频率 × 列边际频率”估计，

自由度为 (r − 1)(c− 1)。

♦正态性检验可先借助正态概率纸或分位数图观察样本是否近似落在一条直线上，再用专门的统计量作

判断。图形方法便于发现偏态、厚尾与离群点，正式检验则负责量化这种偏离是否超过随机波动所能解释的

范围。

♦当总体分布形式不便作参数化假定时，可采用游程检验、符号检验与秩和检验。这些非参数方法用次

序、符号或秩构造统计量，通常以较少的分布假设换取更广的适用性。
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